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Ejercicio 1 (2.5 puntos)

Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro real
a y resuélvelo en los casos en que sea compatible:

T+ (a*>+a)z=0
r+ 2a—1ly+(a+1)z=a
(2a—1y+(a+1)2=0

Menciona el resultado tedrico empleado y justifica su uso.

(Navarra - Matemaéticas II - Julio 2024)

Solucion.
Escribimos el sistema en forma matricial:
1 0 a?+a, 0
A/A = 1 2a—1 a+1a
0 2a—1 a+1'0
Hallamos el determinante de la matriz de coeficientes A.
Al=(a®+a)-2a—1)=a-(a+1)-(2a—1)=0 = a={-1,0,1/}

- Sl a ;é {_1707 1/2} |A| # 0 — ran(A) = 3 = I‘a,n(A*) — HQ incég. :ROUChe

SISTEMA COMPATIBLE DETERMINADO (Solucién tnica).
0 0 a*+a
a 2a—1 a+1
0 2a—1 a+1 a’-(a+1) (2a+1)

xTr = = 0 = Q
Al a-(a+1)(2a+1)
1 0 a*+a
1 a a+1
oo av1 | a@+rn 1
v IA] T4 @+ -(2a-1) 2a-1
1 0 0
1 2a—1 a
L 0 22—-1 0} —a-(2a—-1) 1
N | Al S a-(a+1)-(2a—1)  a+1
1 0 00
» Sia=—-1 = AJ/A* = 1 -3 0,-1
0 =3 010
1 0
|A| =0 = ran(A) < 3y como 1 _3‘7&0:>ran(A):2
1 0 0
1 -3 -1 |=-3#0 = ran(4*) =3
0 -3 0

ran(A) = 2 # ran(A*) = 3 222, S1gTEMA INCOMPATIBLE (# solucién)
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1 0 0,

s Sia=0 = A/A*=[ 1 -1 1'0
0 -1 110
1 0
|A] =0 = ran(A) < 3y como 1 _1‘7&O:>ran(A)—2
1 0 0
1 =1 0|=0 = ran(4*) =2
0 -1 0

ran(A) = 2 = ran(A*) # n° incég. = 3 T2 S1sTEMA COMPATIBLE INDETER-

MINADO (Infinitas soluciones). Resolvemos las ecuaciones correspondientes al menor
no nulo de la discusion:

- =x=0 = =0
(1 0 0'0>=>0—y—|—)\:0 = y=X AeR
1 -1 1'0
' :}Z:)\ :> Z:)\
1 0 34,0
» Sia=1p = A/A*=| 1 0 3), 1k
00 3210
1 3/a
|A] =0 = ran(A) < 3y como 13 #0 = ran(A4) =2
1 34 0
1 32 1 |==31+0 = ran(A*)=3
0 32 0

ran(A) = 2 # ran(A*) =3 Houche . SISTEMA INCOMPATIBLE (P solucion)
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Ejercicio 2 (2.5 puntos)

Sean A, P y () tres matrices cuadradas regulares tales que ) - A- P = I, donde [
es la matriz identidad de la misma dimension.

a) (1.5 puntos) Demuestra que A-P-Q-A=Q ' P!

b) (1 punto) Calcula la matriz A para el caso en que P y () sean las siguientes:
-1 1 10
F= ( 2 -1 ) Q= ( 12 )

(Navarra - Matemaéticas II - Julio 2024)

Solucion.

a) A4.P.0-4201.0.4901. P qed

@Q.A.p:]AP:yl?>Q*1.Q.A~P:Q—1-I — A-P=Q!
¢ Y

®Q-AP=] = Q-A-P.-P'=].P! = Q- A=pP!
I
b) Q-A-P=] = Q' QA-P.P'=Q' P! —= A=(P-Q)*

1
I

=320 =0 2) (2 )0

)
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Ejercicio 3 (2.5 puntos)

y los puntos A(3, 2,

Se consideran el planom™ =2x+y—2—5 =0, la rectar = {

r+224+3=0
—r—y+z+4=0

—1) y B(1,1,—1). Sea C' la interseccién entre la recta y el plano.
a) (1.25 puntos) Demuestra que los puntos A, B y C no estan alineados.

b) (1.25 puntos) Calcula el drea del tridngulo que conforman los tres puntos.

(Navarra - Matemaéticas II - Julio 2024)

Solucién.
R(-3,7,0
? J
=dq - — r = =7-3\
"TYa=11 0 2|=(-3-1 "=y
z2 ==\
-1 -1 1

a) C=rNm = 2-(=34+2\)+7—

AB = (—2,-1,0) -2
"@ = (_27 _17 _1) —2 a

i

b) S . =2 [ABxAC| = 1| -2
ABC 2 2 9

BA+A=5=0 = A=2 = (C(1,1,-2)
-1 0 . )

— 73 —> A, B y C no estan alineados
ik 5

—1 0 |:7|(17 270)|:£U2

-1 -1 2 2
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Ejercicio 4 (2.5 puntos)

El punto P(4,5,0) es el punto medio de un lado de un cuadrado El lado paralelo
2z + 2 =0
al anterior esta contenido en la recta de ecuacion r = {2:6 oy +22 0 Calcula
x—z—2=
los dos vértices que determinan este segundo lado.
(Navarra - Matemadticas II - Julio 2024)
Solucién.
R(0,1, -2
vt
"TYd =12 2 1 |=(-24-4)~(1,-22) =Y
2= =242\
2 0 —1
i ]k
. | —4 —4 -2 |
_ae PR xd, 1 -2 2 (-12,6.12)] _ 18 _

[ ] = )= = = == —_ — =

’ i V1i+4+4 3 3

D¢-=-==-- ]-/g---) c r
\ d(P,D) i
5 i 1=d(P,r)
A - B

Los vértices C'y D son dos puntos de la recta r, es decir, D(\, 1 —2\, —242)) cuya

distancia al punto P sea d(P, D) = \/{? + (5)2 =62 +32=35
d(P,D) = ’ﬁ\ —[(A—4,—4— 2\, =2+ 2))| = /(N =42+ (=4 — 202 + (=2 + 2))?
= VA2 416 — 8N+ 16 + 4X2 + 16\ + 4 +4X2 — 8\ = V9)\2 + 36 = 3/5

A=—1 = | O(—1,3,—4)

— 9N+ 36=45) — N =1 —
A=1 = | D(1,-1,0)
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Ejercicio 5 (2.5 puntos)

Calcula los siguientes limites:

(Inz)?
NG

. 2a
b) (1.25 puntos) lim =

a) (1.25 puntos) 1_131

(Navarra - Matemaéticas II - Julio 2024)

Solucion.
1 5 2lnz -~ 4T -1 4.1
a) lim (n.2) = [f} R L = lim Ve T — iim ne
T —+00 \/E o0 T—+00 1 T—+00 x T—+00 \/E
2\/x
4
"Ho = 8 8
= [E} L'Eep lim —1 = lim VTS Iim — =20
o0 r—r—+00 r——+o0o T—-+00 €T
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Ejercicio 6 (2.5 puntos)

Se considera la funcién f(x) = cos (mx) + sen (7x).
a) (0.5 puntos) Estudia la continuidad de la funcién en el intervalo [0, 1].

b) (2 puntos) Halla sus extremos relativos y absolutos en ese mismo intervalo. Enun-
cia el/los resultado(s) tedrico(s) utilizado(s), y justifica su uso.

(Navarra - Matemaéticas II - Julio 2024)

Solucién.
a) f(x) es continua en [0, 1] por ser composicién de funciones continuas en R.

1
b) f'(x) = —m-sen (wx)+m-cos (mx) =0 = tan (rzx) =1 = 7w = %4—1{% = r=7

(0,1/4) (1/a,1)
Signo f'(x) + ®
Creciente | Decreciente

/! p

La funcién f(z) es creciente en (0,1/4) y decreciente en (1/4,1), y tiene un mdzimo
relativo en (1/4, \/5), que es también absoluto. Teniendo en cuenta que f(0) =1y
f(1) = —1, la funcién alcanza un minimo absoluto en (1, —1).

Por el Teorema de Weierstrass si una funcion es continua en un intervalo, alcanza
en su interior maximos y minimos absolutos.
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Ejercicio 7 (2.5 puntos)
Se considera la funcién f(x) = /222 + 2z + 3.

a) (1.25 puntos) Demuestra que la funcién es continua en el intervalo [—1,3] y
derivable en (—1, 3).

b) (1.25 puntos) Comprueba que existe un valor a € (—1,3) tal que f'(a) =

“l%

Enuncia el/los resultados tedrico(s) utilizado(s), y justifica su uso.

(Navarra - Matemadticas II - Julio 2024)

Solucion.

a) 202 +2x+3 > 0Ver € R = f(x) es continua en [—1,3]. Ademds tenemos que

2 1
fl(x) = v que es continua en (—1,3) ya que el polinomio 2% + 2z + 3

V2r2 +2r+3

no tiene raices reales.

b) Sea f(x) una funcién continua en [—1,3] y derivable en (—1,3). Por el Teorema del
— f(=1 _
Valor Medio 3o € (—1,3) | f'(a) = f(g) (f(l) ) _3 34 V3 = \gg q.e.d.

@)
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Ejercicio 8 (2.5 puntos)

_:E—l

f@)=ms & gla)=T

(Navarra - Matemaéticas II - Julio 2024)

Calcula el area de la region del plano encerrada entre ambas graficas.

Encuentra los dos puntos en los que se cortan las graficas de estas dos funciones:

Solucién.

r—1

n f(.ilj‘):g(l') — Inz = 1 — x:{l,e} - (170)Y(€7

1).

» Los puntos de corte entre ambas funciones definen un tnico recinto de integracién

Alz(l,e)
-1 = ——
@) = [ [f@) - g@)] de = [[me— T ap = ¢ w= e =
e—1 dv=dr =v==xa
1 1 2 2_2
= hlff—/x xd$—6_1-<x2—x)zx-lnx—x—;?(e_%—i—C
A _/e{f@_ (m)]dg;—H(e)_Hm_<6_€_62_ze>_(0_1_ —1
L I B 2% — 2 % — 2
. e —2+1 (e — 1)% 3—e¢
2-(e—1) 2. (e—1) 2
Area = [A;| = 58 L 0.1408 122
(@)
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