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Ejercicio 1A (2.5 puntos)

Para la realizacion de un trabajo se precisan de 80 horas haciendo uso de una sola
maquina. Cada maquina en funcionamiento genera unos gastos de 10 euros por puesta
en marcha y de otros 5 euros por cada hora de uso. Sabiendo ademas que por cada
hora que dure el trabajo hay que pagar 18 euros a un tinico operario que supervisa la
tarea, calcula el nimero de maquinas a usar para que el gasto sea minimo. Justifica
su condiciéon de minimo (Observacién: el tiempo necesario para realizar el trabajo es
inversamente proporcional al niimero de maquinas empleadas).

(Navarra - Matemaéticas II - Junio 2025 - Opcién A)

Solucion.

Sean x = “N° de maquinas a emplear” y t = “N° de horas de trabajo”. La relaciéon

80

entre ambas magnitudes viene dada por la expresion: t = —.

x
Los gastos son de 10 € por méquina, 5 € por cada hora de uso (80 en total para la
realizacién del trabajo) y 18 € por cada hora que dure el trabajo (¢ horas en nuestro
caso).

80 1022 4 400z + 1440

T T

G(x) =10z + 5 - 80 + 18t = 10z + 400 + 18

, (202 + 400) - 2 — (1022 + 400z + 1440) 1022 — 1440 =17
G (x) = 5 = 2 = 0 —
x x x =12
0,12) | (12, +o0)
Signo G'(x) - +
G(l‘) Decreciente CreCiente
N\ /

El gasto G(z) es decreciente en (0,12) y creciente en (12,+00), y tiene un minimo
relativo, que es al mismo tiempo absoluto, en x = 12. Luego con 12 maquinas tendremos
un gasto minimo que ascenderd a G(12) = 640 €.
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Ejercicio 1B (2.5 puntos)

—~
INIE

Siendo p(t) = 0.15 + sen? -t) - COS (g -t) el precio del kilowatio/hora de la luz
doméstica entre los instantes to =0 y t; = 1:

a) (1.25 puntos) Calcula los instantes en los que el precio ha sido maximo y en los
que ha sido minimo.

b) (1.25 puntos) Calcula el precio medio p de la luz entre los instantes to = 0 y
t; = 1, sabiendo que el valor medio de una funcién continua f en el intervalo

[a,b] (a <b) es , .
f=5— | f@)da

Observacion: Recuerda la necesidad de trabajar en radianes.

(Navarra - Matemaéticas II - Junio 2025 - Opcién B)

Solucion.

a) p(t) = 0.15 + sen? (g : t) Cos (” t)

p(t) =2 3 sen( ) cos (“t)—g-sen3 (7;) — sen (gt)[ﬂ . cos? (ﬂ?t) _ g . sen? (Wt)}

Pt)=0 = oo <7;t> - g - sen (T;) =0 = tan’ (7;) =2

t
% = arctan <\/§) = t = 0.6082

7t

5 = arctan (—\/5) — t =—0:6082

(O, 0.6082) (0.6082, 1)
Signo p'(t) + -
Creciente | Decreciente
p(t)
/ ¢

El precio del kw/h p(t) es creciente en (0,0.6082) y decreciente en (0.6082,1)

teniendo en cuenta que p(0) = p(1) = 0.15 y p(0.6082) = 0.5349, el precio del kw/h
tiene un minimo absoluto ent =0y t =1 igual a 0.15.
u=sen|—-
2

b) I:/p(t)dt:/{0.15+sen2 (;Tt> - COoS (2 t)]dt du = = - cos (gt) dt

2

cos(ﬁ-t>dt:2du
2 T

2 2u? 2
—015t+/ —du—015t+— Y015t + 2 — 015t 4+ = - sen? <7T-t>
3 3 3T 2

7

g~

2
= 1_0/0 p(t)dt = I(1) — 1(0) = (0.15+37T) —0=10.3622 € el kw/h

o
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Ejercicio 2A (2.5 puntos)

Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro real
m y resuélvelo en los casos en que sea compatible:

(m* —3m) -z —my+2mz =3
(m?—3m)-x+3y+3mz=m+9

(Bm—m?) -z +my—mz=0
Menciona el resultado tedrico empleado y justifica su uso.

(Navarra - Matematicas II - Junio 2025 - Opcién A)

Solucion.
METODO DE ROUCHE

a) Escribimos el sistema en forma matricial:

m?—3m —m 2m
A/JA* = m*=3m 3 3m m+9
|

3Im—m? m —m 0

Hallamos el determinante de la matriz de coeficientes A.

1 —-m 2
[Al=m-(m*=3m)-| 1 3 3 |=m-(m*=3m)-(m+3)=0=m=1{0,+£3}
-1 m -1

s Sim # {0,£3} |A| # 0 = ran(A) = 3 = ran(A*) = n° incg. SLLhey

SISTEMA COMPATIBLE DETERMINADO (Solucién tnica).
Resolvemos por el método de Cramer

3 —-m 2m
m+9 3 3m
0 m —m - (m? 1
xr = —= _
A m? - (m—37- (m+3] m
m? —3m 3 2m

m2—=3m m+9 3m

3m—m?> 0 —m| g% (m—=3] (m+3] .
y: frg g

Al w? - (m—=3] - (m—+3]
m?—3m —m 3
m>—3m 3 m+9
3m—m? m 0 3w (m—=3)- (m+3] 3
| Al m? - (m—=37- (m—+3] m

z =

0
0

0
|Al=0 = ran(A) <3 = ran(A) =1

" Sim=0 = A/A* =

o w o
o O O

S O W
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0 3

‘:—97&0 —> ran(A*) =2

39
ran(A) = 1 # ran(A*) = 2 £2 SrgTEMA INCOMPATIBLE (3 solucién)
18 3 —6.3
» Sim=-3 = A/A" = 18 3 -9.6
~18 =3 310
3 —6
|A| =0 = ran(A) < 3 y como s _g #0 = ran(A4) =2
3 —6 3
3 -9 6|=0 = ran(A4A*) =2
-3 3 0

.y h
ran(A) = 2 = ran(A*) # n° incég. = 3 22y S1sTEMA COMPATIBLE INDE-

TERMINADO (Infinitas soluciones)
Resolvemos por el método de Gauss el sistema formado por las ecuaciones
linealmente independientes:

- - ==\
18 3 —6,3 18 3--6,3 B
( T P SR

01 21
18 3 —9'6 0 0 —3'3 5.3
= | =X
=| y=—1—-6X AeR
=] z=—
0 =3 6 .3
» Sim=3 = A/A*=|0 3 9 '12
0 3 =310

|A| =0 = ran(A) <3y como

-3 6
3 9‘7&0 = ran(A4) =2

-3 6 3
3 9 12|=0 = ran(4*) =2
3 =3 0

o h
ran(A) = 2 = ran(A*) # n® incég. = 3 fouche . S1sTEMA COMPATIBLE INDE-

TERMINADO (Infinitas soluciones)
Resolvemos por el método de Gauss el sistema formado por las ecuaciones
linealmente independientes:

0 -3 6, 3 0 -3 6, 3
0 3 9'12 F+ F 0 0 15'15

= 3y+6=3 =| y=1 AR
= 15z2=15 = | z=1
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Ejercicio 2B (2.5 puntos)

Sean A y B dos matrices cuadradas 3 x 3 tales que |A| = ; y |B| = 2. Calcula |C|

sabiendo que

c=2-(4-B")-(BT)"

(Navarra - Matemadticas II - Junio 2025 - Opcién B)

Solucion.
1=l (a7 (87| =20 4B |(57) =8 [T
1 1 1
=8 AP B g =8 2 g =
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Ejercicio 3A (2.5 puntos)

Calcula la ecuacién continua de la recta t que pasa por el punto P(2,0,—1) y corta
a las siguientes rectas:

r+1 y z+2

20 +y—32—6=0 &
r=
20 —32—8=0 2 1 1

(Navarra - Matemaéticas II - Junio 2025 - Opcién A)

Solucion.
S(4,—2,0)
- - ];; _ _
s=<{ o v J & r= @( 1,0,-2)
dy=|2 1 —3|=(=3,0,-2) d, = (2,1,1)
2 0 -3

La recta t sera la interseccion de los planos mq, que contiene a P y r y o, que contiene a
Py s.

6(107—1) r—2 vy z+1
m=4d =(2,1,1) —m=| 2 1 1 |=0
PL = (—3,0,-1) -3 0 -1
=—(r—2)—y+3-(z+1)=0=m=c+y—32—5=0
T =4ds =(-3,0,-2) =m=| -3 0 =2 [=0
P8 =(2,-2,1) 2 -2 1

= —4-(r—-2)—y+6-(24+1)=0=>m=4r+y—62—14=0

P(2,0,-1)
[ = r+y—32—5=0 =1 tJ k
dr+y—62—14=0 =111 -3|=(-3,-6,-3)~(1,2,1)
4 1 —6
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Ejercicio 3B (2.5 puntos)

Un cuadrado tiene dos vértices consecutivos A(1,0,—1) y B(1,4,2) y los otros dos
vértices estdn contenidos en la recta que pasa por el punto P(6,—4, —4).

a) (0.5 puntos) Calcula la ecuacién de dicha recta.

b) (0.75 puntos) Calcula la ecuacién del plano perpendicular al segmento AB que
pasa por A.

¢) (1.25 puntos) Calcula los otros dos vértices del cuadrado.

(Navarra - Matematicas II - Junio 2025 - Opcién B)

Solucion.
- D C P(6,—4,—4)
A(1,0,-1) B(1,4,2)
=6
) A - , 4440 L AER

a) r=< - r= = — ,

d. = AB = (0,4,3) 3

2= —4+3)\
b) A(L,0, =1 — 7T =4y+324D =0 == 4y +32+3=0
= ™ = 4 = ™ = z -
it. = AB = (0,4,3) Y D=3 y

) D=rNm = 4-(—44+4X) +3-(=4+3\) +3=0=5| D(6,0,—1)

C=D+AB=(6,0,—1)+(0,4,3) = | C(6,4,2)

Comprobamos que ’@’ = ‘E‘
AB|=1(0,4,3)|=v%=5 & [AD|=(50,0) = v25=5

Luego la figura resultante es, en efecto, un cuadrado
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Ejercicio 4A (2.5 puntos)

Sea f(x) = cos (g : x) ‘In (z* +x — 5).
a) (0.75 puntos) Demuestra que f es continua en |2, 3].

b) (1.75 puntos) Demuestra que existe un punto c¢ en (2,3) tal que f'(c) = 0.
Enuncia el resultado tedrico utilizado, y justifica su uso.

(Navarra - Matematicas II - Junio 2025 - Opcién A)

Solucién.

a) Llamamos fi(z) = cos (g . m) &  folx) =In(2? +x —5)

» Dom(f1) = R, ya que es una funcién coseno.
» Dom(fo) ={r € R|2*+x—5>0} = Dom(fy) = (—00,—2.79)U(1.79, +c0).

Por lo tanto la funcién f(z) es continua en [2, 3] pues en dicho intervalo es compo-
sicién de funciones continuas.

b) Vemos que en los extremos del intervalo la funcién vale f(2) = f(3) = 0. Ademas
la funcién f(z) no solo es continua en ese intervalo, sino también derivable, al ser
composicion de funciones derivables. Por lo tanto hemos de pensar en el Teorema
de Rolle:

e f(x) es continua en [2, 3]
e f(x) derivable en (2, 3) s Je e (2,3) | f/(c) =0 qed
o f(2):f<3) Rolle
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Ejercicio 4B (2.5 puntos)

33
22—
la aproximacion de la funcion a sus asintotas verticales.

Se considera la funcién f(x) =

1 Estudia sus asintotas y simetrias. Estudia

(Navarra - Matematicas II - Junio 2025 - Opcién B)

Solucion.

3 (—z)? 323

» Simetrias: f(—zx)= =— = —f(z) = f(z) simetria IMPAR

(—x)?2—4 2 —4

m Asintotas

e Dominio: 22 —4=0 = 2 =12 = Dom(f) =R — {£2}

e A. Vertical: JAV.enx=-2yzx=2

—24
lim f(z)=|—|=—-
—24 _
o hmzf( ): [O] _ Jr—=-2 O+
z—> .
xkné+ J(@) = { 0= } e
” 24
[l s H
llI%f( ) {O] — T—2 0
T—r ’
3
e A. Horizontal lim T {OO} =00 = PAH.
z—too 2 — 4 o0
e A. Oblicua: 4A.0.eny =3z
3
om:limM:Hm i :[00}23:3
z—+oo z—too 3 — Ax 00 1
= 1 Y (A
on= lim [f(z) —ma]= lim | 57 —3z)=lim

12z 00

-1 -0 -9 -8 -7 -6 -5 -4 -3

N
A
2
gy
w
»
o
o

- o o o O o o e e
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