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Ejercicio 1 (2.5 puntos)

El trabajo de Gema y Fernando, sobre la evolucion de la contaminacion actstica
de su ciudad ha sido seleccionado como el mejor de su instituto. Ademas del reconoci-
miento, les han premiado con dos entradas para un partido del Casademont femenino.
A ambos les gustaria ir juntos, pero les da vergiienza reconocerlo. Asi que deciden sor-
tear quién se las queda. Inicialmente proponen tirar una moneda tres veces cada uno.
Quien obtenga mas caras gana las dos entradas. En caso de empate, no gana nadie y
se iran juntos al partido. Fernando piensa que, como hay tres situaciones posibles, la
probabilidad de que empaten es un tercio.

a) (0.75 puntos) ;Tiene razén Fernando al pensar que la probabilidad de empate
con el sorteo de la moneda seria un tercio? En caso de no tener razén jen cuanto
se equivoca?

Asi que decide proponer un sorteo mas elaborado con idea de aumentar la probabilidad
de empate. Cada uno de ellos pensara una funcion y tirara un dado de seis caras no
trucado tres veces. Si el valor de la derivada de su funcién evaluada en el valor que
saque el dado, es mayor o igual a cero, consigue un punto. Quien mas puntos obtenga
con sus tres tiradas, gana. En caso de empate, se van juntos al partido. A Gema le
encantan las matematicas, asi que acepta inmediatamente. Ella escribe en su papel su
funcién, g(x) = e* pensando que Fernando también elegira una funcion cuya derivada
sea siempre positiva. Para su sorpresa, la funcién de Fernando es. f(x) = cos (2x). Asi
que rapidamente, para obtener la maxima probabilidad de empate, cambia su funcién
por otra, cuya derivada toma un valor negativo en solo uno de los seis valores posibles
del dado.

b) (0.5 puntos) Propén una funcién que cumpla las caracteristicas que busca Gema
una vez que conoce la funcién propuesta por Fernando.

¢) (0.75 puntos) ;Ha conseguido Fernando su propésito de aumentar la probabilidad
de empate?

d) (0.5 puntos) Si Fernando hubiera visto la funcién g(x) que tenia pensada Gema
inicialmente, jcémo tendria que haber elegido su funcion para lograr la maxima
probabilidad de empate?

(Aragoén - Matematicas II - Modelo 2025)

Solucion.

a) Sean los sucesos: X = “N€ caras que saca Gema” — X : B(3,0.5)
Y = “N° caras que saca Fernando” — Y : B(3,0.5)
La probabilidad de empatar (F) seré:
P(E) = P((X =0NY = 0)U(X =1NY = 1)U(X =2n0Y =2)U(X =3NY =3))
=PX=0NY=0+PX=1NnY=1)+P(X=2NnY =2)

+P(X=3NY =3)= Kg) -0.50-0.53F+ Ki’) -0.51-0.52]2

!
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2 2
3 3
+ [<2> -0.5%- 0.51] + [(3) -0.5% - 0.50] = 0.125% 4 0.375% + 0.375° + 0.125°
1
= 0.3125 # 3
Por lo tanto Fernando no tiene razon al pensar que la probabilidad de empate sea

un tercio. El error de apreciacion seria de 3~ 0.3125 = 0.02083

Vamos a disenar una funcién h(z) para Gema, cuya derivada sea negativa solo en
R'(6) por ejemplo h'(z) = 5.5 — x y la funcién buscada es la primitiva de aquella:

2 2

h(x):/h'(x)dx:/(5.5—x)d:c=5.5x—%+02;i> h(a:):5.5x—%

Como hemos visto la funcién de Gema obtiene 5 puntos al ser positiva para los
valores del dado z =1,....,5

Veamos qué pasa con la funcién de Fernando:

F(1)=-182<0 f(2)=151>0
f(3)=056>0  f'(4)=-1.98<0
F(5)=109>0  f/(6)=107>0

f(x) =cos (2z) = f'(x) = —2sen (2z) =

Sean los sucesos: X = “N° h/(z) > 0 que saca Gema” — X : B(3,5/s)
Y = “N° f/(x) > 0 que saca Fernando” — Y : B(3,4/s)
P(E) = P((X =0NY = 0)U(X =11Y = HU(X =2nY =2)U(X =3NY =3))
—P(X=0NY=0)+P(X=1NY =1)+ P(X =2NY = 2)

+P(X=3NY =3)= [@ ' (Z)O- @ﬂ ' Kg> ' (%)0' @ﬂ

d(HRGRGIRHRGRE)
J(HRORGIREEONO)
A HEERGIRHEORG)

= 0.0002 + 0.0154 + 0.1543 + 0.1715 = 0.3414

La probabilidad de empate en este caso ha subido de 0.3125 a 0.3414, por lo que
podemos decir que Fernando ha logrado su objetivo.

Teniendo en cuenta que la funcién de Gema g(z) = e* = ¢'(z) =e* > 0Vz € R,
Fernando tendria que haber pensado una funcién cuya derivada fuese positiva en
todos los casos. Proponemos f/'(z) =2+ cosz > 0Vz € R:

f(x):/f’(x)dx:/(2+cosx)d$:2x+senx+00éo f(z) =2z +senx
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Ejercicio 2A (2.5 puntos)

Sean A(1,2,3), B(1,0,—1) y C'(2,2,2) tres puntos del espacio y v el vector que
va de A a B; v, el vector que va de B a C' y v3 el vector que va de C' a A.

a) (1.25 puntos) Estudia si los vectores Uy, Uy y 3 son linealmente independientes.

b) (1.25 puntos) Calcula el drea del triangulo cuyos vértices son A, B, C.

(Aragon - Matematicas II - Modelo 2025 - Opcién A)

Solucion.

= AB=(0,-2,-4) & #=BC=(1,23) & #=CA=(~1,0,1)

0 -2 -4
[0y, 09,03 =| 1 2 3 |=0 = {¥,0s, U3} son linealmente dependientes.
-1 0 1
, 1T F R
b) Area , = \@x@]—— 0 —2 —4 | =2, -4,2) = .\/2_:\/6u2
ABC 2 1 0 -1 2

Ejercicio 2B (2.5 puntos)

Halla la ecuacién de un plano que es perpendicular a la recta dada por los planos
{2;)3 +y—2=0

, v ademds pasa por el punto (3,2, 1).
r—y+z=-3

(Aragoén - Matematicas II - Modelo 2025 - Opcién B)

Solucion.

R(—-1,2,0)
.= 2e+y—2=0 = i 7 k
S lr-y+z=-3 “ld=12 1 —1|=(0,-3,-3)~(0,1,1)
1 -1 1
P(3,2,1 m
™= H(’ ’-») :w—y+z+0—0p€i2+l+0—0:0— -3
fie =d, = (0,1,1)
— |7t=y+2—3=0
@)
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Ejercicio 3A (2.5 puntos)

a) (1 punto) Calcula el valor de la siguiente integral:

/ 22 +5x+5 .
x3 + 422 + Hx

b) (1.5 puntos) Calcula las dimensiones del rectangulo de mayor area inscrito en
una circunferencia de radio r.

(Aragon - Matematicas II - Modelo 2025 - Opcién A)

Solucion.

2?2 +5x+5 ® [1 1 1
2) /x3+4x2+5xdx_/de+/m2+4x+5dx_ln|x|+/(a:+2)2+1dx

u=2x-+2 1
_{ du = dz }—1n‘x’+/u2+1du—1n]az|+arctanu+0

= In |z| 4+ arctan (x + 2) + C

® 2} +42? +5x=u-(2>+4x+5)

?»+5r+5 A  Mz+ N A(z* + 42 +5)+ (Mz+ N) - x
3 z x  22+4z+b z3 T
(=0) 5=54 =A=1
—= {(2?) 1=A+M =M=0
() 5=4A+N =N=1

b)

P24y =r = y=vr2 22
S(z,y) =22 -2y = 4oy = 4x - V1r? — 22

- 21’ T;¢'

= Sz) =4vr? — a2 + 4o ———x v

2v/r? — 22 R

4-(r* —a?) —4a®  4r® —8a?

pr— pr— p— O
Va2 N
2
— 42 -8’ =0 = x:%
(0.52) | (5% +0)
Signo S'(x) + -
S(x) Creciente | Decreciente
a ¢

El drea del rectangulo S(z) es creciente en (O

72

Q) y decreciente en (¥,+OO)7 y

tiene un mdximo relativo en x =y = rv2 u, con un area de S(%) = 2r? u?.

2

(0]

4 https://aprendeconmigomelon.com



https://aprendeconmigomelon.com

Ejercicio 3B (2.5 puntos)

a) (1 punto) Sea p(x) = z — 22% + 2x. Calcula, utilizando el cambio de variable

r=1+1,
/d_x
p(z)

T

——, calcula sus asintotas, cuando existan,
. . plz)
y sus intervalos de crecimiento y decrecimiento.

b) (1.5 puntos) Dada la funcién f(x) =

(Aragoén - Matematicas II - Modelo 2025 - Opcién B)

Solucién.

a)/dw _/ dx _/ da _Jr=14t=>t=2-1
plx)  J a3 —22242c J x-(22-20+2) | de=dt

- dt B dt ® 1/2
_/(t+1)-[(t+1)2—2-(t+1)+2] _/(t+1)~(t2+1)_/t+1dt

—lht+ 1/ 1 —1/t 1/
il e VR R V| / dt / dt
+/ 211 o Wl [ dtt |

:l-ln\t%—l\—l-ln’t2+1‘+larctant+0
2 4 2
:1-1n|m|—1-ln‘(m—1)2+1‘+1arctan(x—1)+0
2 4 2
:l‘ln\x|—1~ln‘x2—2x+2‘+1~arctan(x—1)+C
2 4 2
1 2
=1 llnm‘—i-?-arctan(x—l)] +C
© 1 _ A +Mt+N:A-(t2+1)+(t—|—1)-(Mt+N)
[(ESTEs y R R = A1)

(t=-1) 1=24 =A=1/2
— {(t=) 0=A+M =M=-1/2
(ti.) 1=A+N = N=1/2

er er

b) f(x):p(x) :x3_2x2+2x:x.<x2—2x—{—2)

» Dominio: Dom(f) =R — {0}
» A. Vertical: 3 AV.enz =0

) 1
lim f(z) = 1f a M A fle) = [0_—} -
im f(x) = lim 1ol ™
AT w2 D T =[] = e
z—0t 0+

!
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m A. Horizontal: 3 A.H. eny=0

o lim f(x)

T—r—00

Jim f (@)
[E

e A. Oblicua:

hay oblicua y cuando x — +oo tampoco hay pues m = lim

T—r—00

lim

z——o0 13 — 272 4+ 21

i e
lim

z—+o00 g3 — 272 4 21

FEP 1t
xz—+00 O

Cuando * — —oo hay asintota horizontal, por lo que no

T

T

er _[oo
r—4 |loo

lim =
g—too —g3 — 222 — 2 o0
[

00

—x

e

S —

FEP im

L’Hép

r—-+00

€$

z—+oo 32 — 4 + 2

lim % — too=> BAH

T—+00

f(z)

r—+oo

= Monotonia:
() e (23 —22% +2x) —e® - (32? —4x+2) (23 —52% + 62 —2)-€”
) = —
(23 — 222 + 2x)° (23 — 222 + 2z)°
F) =0 e =0= 3 Sol.
r)=0 =
x3—5x2+6x—2:0§>x:{1,2i\/§}
1 -5 6 —2
® 1 1 —4 2 & 2P -dr+2=0 = =242
1 —4 2 0
(—00,0) [(0.2—v2) [ (2=v2.1) [ (1.2+v2) | (2+ v2,+o0)
Signo f'(z) — — - — +
(@) Decreciente | Decreciente | Creciente | Decreciente Creciente
x
¢ ¢ a N a

La funcién f(x) es creciente en (2 — V2, 1) U (2 +/2, —|—oo) y decreciente en

(—00,0)U (0,2=v2) U (1,24 v2).
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Ejercicio 4A (2.5 puntos)

1 1 0
SeaA=101 0
00 -1

a) (1.3 puntos) Estudia si existe alguna matriz columna no nula B tal que A-B = B.
En caso afirmativo, calcula dicha matriz B.

b) (1.2 puntos) Sea C' una matriz columna no nula tal que A-C = —C'". Demuestra
que también se cumple A~ - C = —C.

(Aragon - Matematicas II - Modelo 2025 - Opcién A)

Solucion.

a) A-B =B :>B—(
~—~ =~ ~—
3x3 3x1 3x1

a+b a a+b:a$b:0
= b =l b |=3b=bV
—C C

—c=c=c¢c=0

!

Aragén - Matematicas II - Exdmenes resueltos




Ejercicio 4B (2.5 puntos)

Analizamos en un comercio los precios de tres articulos A, B y C. El producto A es
de primera necesidad y tiene un tipo superreducido de IVA del 4 %; el producto B es
de alimentacion y tiene un tipo reducido de IVA del 10 % y el articulo C' es un pequeno
electrodoméstico cuyo tipo de IVA es del 21 %. El precio total sin IVA de la compra
de 1 articulo A de primera necesidad, 2 productos B de alimentacion y 5 pequenos
electrodomésticos C' es de 483 €. Mientras que el total de IVA correspondiente a la
compra de 100 articulos de primera necesidad A, 10 productos de alimentacién B y
100 pequenos electrodomésticos C', es de 1954 €. Ademas, se sabe que el precio sin
IVA del pequeno electrodoméstico es igual al precio sin IVA de cuatro articulos de
primera necesidad mas ocho articulos de alimentacién. Calcula los precios a la venta
de los tres articulos, teniendo en cuenta que el precio a la venta es el precio con IVA
incluido.

(Aragon - Matematicas II - Modelo 2025 - Opcién B)

Solucién.

Sean las incégnitas:

z = “Precio sin IVA del articulo A”
y = “Precio sin IVA del articulo B”
z = “Precio sin IVA del articulo C”

Del enunciado tenemos:

T+ 2y + 52 =483 T+ 2y + 5z =483
0.04-100x 4+ 0.1 - 10y +0.21 - 100z = 1954 = (4dr+y+ 212z = 1954
z =4x + 8y dor+8y—2=0

Resolvemos el sistema de ecuaciones por el método de Gauss

1 2 5 483 1 2 5 | 483
41 2111954 |~ | Fy—4F, | ~| 0 -7 1 ! 22
48 -1t 0 F3 — AR 0 0 —211-1932

=2+2-10+5-92=483 = | =3
= —Ty+92 =22 =| y=10
= —21z = —1932 =] 2=92

Por lo tanto los precios a la venta (con IVA) de los articulos mencionados seran:

Articulo A: 3-1.04 = 3.12 €
Articulo B: 10-1.10 =11 €
Articulo C: 92-1.21 =111.32 €
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