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Modelo 2025

Ejercicio 1A (2.5 puntos)

Sea \ un ntimero real y considérense las matrices A = ( g\ i\ _)\1 ) &

1 A
B=| 0 —1 |. Se pide:

1 =X

a) (0.5 puntos) Estudiar si existe algin valor de A para el cual la matriz AB no
tenga inversa.

b) (1 punto) Estudiar el rango de la matriz BA en funcién del parametro \.
T a?
¢) (1 punto) Para A = 1, discutir el sistema (ATA) |y | = a® | segin los

z 2a
valores de a.

(Madrid - Matematicas II - Modelo 2025 - Opcién A)

Solucién.

1 A
Al oA 22 —1
0 48=( 5 3 1)'(21)(1 )
R

|AB| = —1£0 = 3(AB)"' VA&

1A A 1+N 0

b) BA=| 0 -1 -<3i_ﬁ>: 0 -x 1

1 =X A 1—=A% 2\
|IBA| =0 = ran(BA) < 3 y como 3 ?':Atenemos que:

¢ SiAA0D — ‘3 ?‘7&0 — ran(BA) = 2

; (1)|7Ao — ran(BA) = 2

010

e SiA=0 = BA=| 0 0 1 | ycomo
010
R

Por lo tanto ran(BA) =2V €

v (9)-(£)-(3 )60 ()-()

1 1 1,a 1 1 1. a

~ 1 2 O:a2 ~| FB—-—F |[~]10 1 —1: 0 ~
10 212 Fy—F 0 —1 1 12 —ad? Fy+ Fy
11 1., a

~[01 -1, 0 = 2a—da*=a-(2—a)=0 = a={0,2}
00 0'2a—a®
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» Sia#{0,2} = 2a—a® #0 = Si1sT. COMP. DETERMINADO (Sol. tinica)

» Sia=1{0,2} = 2a—a? = 0= S1ST COMP. INDETERMINADO (oo Soluciones)

Ejercicio 1B (2.5 puntos)

Se tienen garrafas de tres tamanos diferentes para llenar un aljibe. Con seis garrafas
pequenas y 2 L se llenan exactamente una garrafa mediana y una grande. Con dos
garrafas grandes llenamos dos medianas, una pequena y sobra 1 L. El aljibe, se llena
al completo bien con catorce garrafas pequenias mas seis medianas, bien con cinco
medianas junto con cinco grandes. Se pide calcular la capacidad de cada tipo de
garrafa y, una vez conocidas éstas, la del aljibe.

(Madrid - Matematicas II - Modelo 2025 - Opcién B)

Solucion.

Sean las incégnitas:

x = “Capacidad de la garrafa pequena”
y = “Capacidad de la garrafa mediana”

z = “Capacidad de la garrafa grande”

Del enunciado tenemos:

6r+2=y+=2 r+2y—2z2=-1
2z=2y+x+1 — (br—y—2=-2
14z 4 6y = by + 5% 14z 4+y—-52=0

Resolvemos el sistema de ecuaciones por el método de Gauss

1 2 —-2,-1 1 2 —=2,-1
6 —1 -1 -2 |~ | F—6F |[~|0 13 11! 4 |~
4 1 =510 F3 — 14F, 0 —27 23114 13F; — 27F,
1 2 —-2,-1\=22+2-31-2-3T=-1 =| z=11
~0 =13 114 | =>-13y+11-37=4 = | y=31
0 0 2{74 = 2z="74 = | z=237

Por lo tanto la garrafa pequena tiene una capacidad de 11 L, la mediana 31 L y la grande
37 L, siendo la capacidad del aljibe de 14z + 6y = 14-11 4+ 6 - 31 = 340 L.

2 Mateméaticas II - Exdmenes resueltos



Ejercicio 2A (2.5 puntos)

22 —6x+11 ,sixz<?2

vor —1 ,six > 2

a) (0.5 puntos) Estudie la continuidad de la funcién en R.

Sea la funcién f(x) = {

b) (1 punto) Estudie los extremos relativos de la funcién en el intervalo (1, 3).

c¢) (1 punto) Calcule el drea encerrada por la funcién y el eje OX entre x = 1y
r =3.

(Madrid - Matematicas II - Modelo 2025 - Opcién A)

Solucion.

a) Continuidad de f(z):

» Siz <2 = f(z)=212%—6z+ 11, que es continua por ser un polinomio.

» Siz>2 = f(z) =+br—1, que es continua en bz —1 >0 = x > 1/,
luego continua en (2, 400).

n Six =2
P 1 2 _
. xliglif(:v)—glcl_%(x 6:1:~|—11) 3
o lim f(z)=limvbr—1=3
z—2+ T2

C J2)=VE2-T=3

lim f(z) = lim f(z) = f(2) = f(z) es continua en = = 2.
T—27 z—2+
Por lo tanto la funcién f(z) es continua en R.

2r—6=0 — =3¢ (—00,2) ,sizx<2

b) f'(x) = 5

— >0 i 2
SN S
(1,2) (2,3)
Signo f'(z) - +
Decreciente | Creciente
f(z)
N\ f

La funcion f(x) es decreciente en (1,2) y creciente en (2,3), y tiene un minimo
relativo, que es también absoluto, en (2, 3).

c) Entre las rectas x = 1 y & = 3 tenemos dos recintos de integraciéon A; : (1,2) sobre
la rama fi(z) = 2° — 6z + 11 y Ay : (2,3) sobre la rama fy(x) = /bz — 1.
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2 2 $3 2
A :/ f1($)d9€=/ <x2—6x+11) dr = —3;;524_114
1 1 3

1
8 1 13
—(2—12+422)— (= —-3+11) ==
(3 +> (3 +) 3

3 3 1 /3 1
AQ:/ f2<5’7>d$=/ \/5x—1d$:f/ 5 -(5x—1)"” dx
2 2 5o~~~ ,

u ’U,l/2

=226 1)3/2]3—2 (5 1)3}3—2 (14v14 - 27)
53 ! 2 15 ! s 15

¢ 13 2 11 + 2814
Area:]A1|+]A2|:§+ﬁ-(14\/ﬂ—27) :;\/_27.72 u?

15

2 —6r+11 ,siz <2
fl@) = .
Vor —1 ,six>2

Ay Ay

Matemaéticas II - Examenes resueltos



Ejercicio 2B (2.5 puntos)

Dada la funcién f(x) = sen (;Tx>, se pide:
a) (0.5 puntos) Estudiar la paridad de la funcién g(z) = f(:cf(:r;))

44 3f(z) —

T

b) (1 punto) Calcular }cli%

1
¢) (1 punto) Calcular/ zf(z)dx
0

(Madrid - Matematicas II - Modelo 2025 - Opcién B)

Solucion.

a) g(x) = f(xf(x)) = f(x - sen (;%)) = sen (;rx - sen (gm))

g(—z) = sen (—gx - sen (—gx>) = sen (gm - sen (gﬂf)) = g(x)

Luego la funcién g(x) tiene simetria Par (simétrica respecto del eje OY').

— T
4+3f(x)—2 Ho 2:/4+ 3f(x 'COS<9€>
b) lim flm)=2 {O vior_ o, 2VAFSE) 2 2
z—0 T 0 z—0 1 z—0 T
2\/4+3~sen (21:)

3mfp 3w

RN
c) F(x) = /:z;f(a:) dr = /x~sen (;x> dx

2 (1) R (5 o
) i)

/Olazf(a:)dx:F(l)— <

U=z =du=dx
2
dv:sengxdxiv: —— - COS (gx>
d

™
ot ()
= COS2 g 5 COS 21’ T
~~

—(0+0) =
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Ejercicio 3A (2.5 puntos)
Sean los puntos A(0,0,0) y B(1,1,1), y larectar = (z,y, 2)

simétricos.

punto B.

= (MM A1), AER.

a) (1 punto) Halle una ecuacion del plano respecto del cual los puntos A y B son
b) (1 punto) Halle una ecuacién del plano que contiene a la recta r y pasa por el

¢) (0.5 puntos) Halle una ecuacién de una recta que sea paralela a r y pase por A.

(Madrid - Matematicas II - Modelo 2025 - Opcién A)

Solucion.

A
A :>7“E{d
14+ A

a) El plano pedido es el plano mediador de los puntos A y B.

x
Y
z

ME - (1/27 1/27 1/2) <5 € T 3
T = = -+ —|—z—|—D—O m=x+y+z—==0
1 {ﬁﬂ'l - E = (17 ]-7 1) v :_3/2 ! Y 2
R(O(ll) r y z2—1
b) o = ’Zj:d :(1 ) = Ty = 1 1 1 =0 = 7.‘.2533_1/:0
§— B - (1,1,0) 110
T =A
A(0,0.0
g s= {1000 s={y=X , ) eR
d, =d, = (1,1,1)
zZ=A

Matemaéticas II - Examenes resueltos



Ejercicio 3B (2.5 puntos)

Dados, los tres planos
m=-2r—2y+2=0 & m=-2r4+y—22=0 & my=xr—2y—22=0,
se pide:

a) (1 punto) Determinar el angulo que forman los planos dos a dos. Determinar la
interseccion de los tres planos.

b) (1.5 puntos) Determinar el punto P en el espacio del que se sabe que su proyec-
cién ortogonal sobre m; es el punto Q1 (1/3,4/3,10/3) y que su proyeccién ortogonal
sobre Ty es el punto Q2(—1/3,8/3,5/3). Determinar la proyeccién ortogonal Q3 del
punto P sobre el plano ms.

(Madrid - Matematicas II - Modelo 2025 - Opcién B)

Solucién.
a) f., = (-2,-2,1) & Ty = (—2,1,—-2) & My = (1, =2, —2)
— |ﬁ7r1 : ﬁﬂ2| |(_27 _27 1) : (_2a 17 _2)| —
— = = 0 — == 900
cos (71, m3) o [ 7] 373 T, T2
Mo Ty —2,-2,1)-(1,-2,-2 o
cos (7, m3) = ”j»l:l' ‘nﬁ3|’ I 3,2(3 >’:0 = 1,73 = 90°
T s
_)ﬂ' ' _)7r _2, 1, 2)- ]., —2, —2 —
COS(W27W3)=||1L2|_TH3|| i ;é >|=0 — Ty, 75 = 90°
™2

—2r—-2y+2=0
Q:7T1Q7TQQ7T3:> —21’+y—2z:0

Tx—2y—22=0
-2 -2 1,0 [ -2 -2 1.0
-2 1 =20 |~| BB—F [~]| 0 3 =30~
1 =2 =210 | 2F3+ F 0 —6 —310 F3+2F,
-2 -2 1,0\ = -224+04+0=0 =| 2=0
~| 0 3 =3'0|=3y+0=0 =| y=0 = Q(0,0,0)
0 0 -9 = —0z=0 =| 2=0
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b) Si la proyeccion ortogonal del punto P sobre m; es (Q1, el punto P se encontrard en
una recta r; perpendicular a m; que pase por ;. De manera similar pasa con la
proyeccion (Js. El punto P se encontrara en la interseccién rq N ry.

x=1/3—2) r=—1s—2u
_ ) _ A _ ) Q2 _ g
=9 - ~ =y ="43-2\ & m=9{- S = y=8B+un
= T, rog = Ty
z=10/34 )\ z=5/3—2p
13 =2 = —1/5—2pu . A=—1/3
P=riNry=1 43-2A=83+p p=—23 =| P(1,2,3)

0+ A=53-2u=10/3-1/3=5/3—-2-(=2f3) v

P(1,2,3) rlea

ra = IR T > 19 = :2—2)\

’ {dm - ﬁTK'S - (17 _27 _2) ’ Y 3 2\
z2=3—

Qs=r3Nmy = 1+A—2-(2—2\)—2-(3—2)) =022 | Q5 = (2,0,1)

Matemaéticas II - Examenes resueltos



Ejercicio 4 (2.5 puntos)

Segtin los datos de la comunidad de Madrid, en la temporada 2021/2022 la cober-
tura de la vacuna de la gripe entre mayores de 65 anos fue de un 73.2 %.

a) (1.5 puntos) Ante una situacién de brote epidémico, las autoridades deciden
restringir aquellas reuniones en las que la probabilidad de que haya mas de una
persona no vacunada sea mayor de 0.5. Suponiendo que los asistentes a una
reunion suponen una muestra aleatoria, jse deberian restringir las reuniones de
5 personas mayores de 65 anos?” ;Y las reuniones de 7 personas mayores de 65
anos?

b) (1 punto) Se toma una muestra aleatoria de 500 personas mayores de 65 anos.
Calcule, aproximando por la distribucién normal adecuada, la probabilidad de
que al menos 350 de ellos estén vacunados contra la gripe.

(Madrid - Matematicas II - Modelo 2025)

Solucion.

a) X = “N° de personas no vacunadas de un grupo de 5” — X : B(5,0.268)

PX>1)=1-P(X<1)=1- [P(X =0)+P(X = 1)] =1- Kg) -0.268°-0.732°

5
+ <1> -0.268" - 0.7324} =1-0.5949 = 0.4051 < 0.5

Por lo tanto no es necesario restringir la reunion de 5 personas

Y = “N° de personas no vacunadas de un grupo de 77 — Y : B(7,0.268)

P(X>1)=1-P(X <1)=1=[P(X =0)+P(X =1)| = 1- KZ) 10.268°-0.7327

7
+ <1> +0.268" - 0.7326} =1-0.4012 = 0.5988 > 0.5
Por lo tanto si es necesario restringir la reunién de 7 personas

b) X = “N? de personas vacunadas de un grupo de 5007 — X : 5(500,0.732)

n =500 > 20 v
X : B(500,0.732) = ¢ np=366>5v » =Y : N(np, /npq) = N(366,9.904)
ng=134>5 Vv

349.5 — 366

P(X >350) = P(Y > 349.5) = P( Z >
(X 2 350) = P(Y 2 349.5) (— 9.904

) = P(Z > —1.67)
= P(Z < 1.67) = 0.9525
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