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Ejercicio 1 (2.5 puntos)

Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales, dependiente del parametro real
m y resuélvelo en los casos en que sea compatible:

(2—a)r —ay+2z=—4
(@ =2)z+(a+y=5
y+(a®>—a)z=3—a

Menciona el resultado tedrico empleado y justifica su uso.

(Navarra - Matemaéticas II - Junio 2024)

Solucién.

METODO DE ROUCHE

» Escribimos el sistema en forma matricial:

2—a —a 2 . -4
A/A*= a-2 a+1 0 | 5
0 1 az—af3—a

Hallamos el determinante de la matriz de coeficientes A.

2—a —a 2 2—a —a 2
|A|: a—2 a+1 0 :[F2:F2+F1]: 0 1 2
0 1 a®—=a 0 1 a®>—a

=02-a)-(*-a—2)=—(a—2?2(a+1)=0 = a={-1,2}

e Sia# {-1,2} |A #0 = ran(4) = 3 = ran(A*) = n? incdg. RAEAER
SISTEMA COMPATIBLE DETERMINADO (Solucién tnica).
Resolvemos el sistema por el método de Gauss:

2—a —a — | 2—a —a 2 . —4
a—2 a—+1 0 : 5 ~ F2+F1 ~ 0 1 2 : 1
0 1 a2—a33—a 0 1 az—af?)—a
2—a —a 2 - —4
~ ~ 0 1 2 b1
F; — F, 0 0 a?—a—-2'2—-a
:>(2—a)a:—a-g—ff+2 ﬁll -4 | z=-1
—1 a+3
=>y+2.- ——=1 =] Y=
+1 N 1
= (a*—a—-2)=2—a T |
3 1 2,4
e Sia=-1 = A/A*=| -3 0 O: 5
0 1 214
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|A] =0 = ran(A) < 3y como _33 (1)|7é0:>ran(A):2
3 1 —4
30 5 |=94£0 = ran(4*) =3
0 1 4
ran(A) =2 #ran(A*) =3 Houche . SISTEMA INCOMPATIBLE (? solucion)
0 -2 2,4
e Sia=2= A/A"=[0 3 0'5
0 1 21
-2 2
|A] =0 = ran(A) < 3y como 3 O|7é0:>ran(A):2
-2 2 -4
3 0 5 |=0 = ran(4*) =2
1 2 1

. , h,
ran(A) = 2 = ran(A*) # n° incég. = 3 Z2Ls S1STEMA COMPATIBLE INDE-

TERMINADO (Infinitas soluciones)

Resolvemos el sistema para a = 2 por el método de Gauss. Como estamos ante
un S.C.I. solamente es necesario resolver el sistema formado por las ecuaciones
correspondientes al menor de orden 2 distinto de cero obtenido en la discusion.

0 -9 92 _4 ==\ = | =X
AJA* = ' = -2-2422=-4 =| y=2 AeR
0 3 0'5 3 3,
- = 3y=5 = | =1
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Ejercicio 2 (2.5 puntos)

Halla el rango de la matriz M segin el valor de m, siendo:

m—1 3 0

-1 m 1
M = m -1 -1
-2 m+1 2

(Navarra - Matematicas II - Junio 2024)

Solucién.
m—1 3 0 m—1 3 0
—1 m 1 _ _ —1 m 1
Ay 1 AT BB | T m—1 —14m 0
0 m—1 3
. 01H03 . 1 -1 m -
_lCQH03]_ran 0 m—1 —1+m _[FIHF2}
0 0 —-m+1
1 -1 m 1 -1 m
_ an 0 m-—1 3 _ _ ran 0 m-—1 3
0 0 —-m+1 0 0 —-m+1
-m+1=0 = m=1 & —44+m=0 = m=4
» Sim#1 = ran(M) =3
1 -1 1
. 0 0 3
» Sim=1 = ran(M) = ran 0 0 -3 =2
0 0 0
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Ejercicio 3 (2.5 puntos)

Los puntos A(4,—-2,—-3), B(2,—1,1) y C(0,—3,—1) son vértices de un rombo.
a) (1.75 puntos) Encuentra el cuarto vértice del rombo.

b) (0.75 puntos) Calcula el drea del rombo.

(Navarra - Matematicas II - Junio 2024)

Solucion.

a) No podemos suponer que los vértices son consecutivos pues no nos lo dicen. Para
determinarlo vamos a calcular los siguientes lados y razonaremos tal y como muestra

el dibujo adjunto.

AB = (-2,1,4) = |AB| = vaI

BC = (-2,-2,-2) = |BC| = V2
k
41| = |(6,—12,6)| = v/216 = 6/6 u?
2

AC = (-4, = 4| = va

Lo que qulere decnr que los Vertlces no son consecu-
tivos, en cuyo caso:

D=B+AC = (2,~1,1)+(—4,~1,2) = (=2, -2,3)

b) Area:‘@x@‘=| —12
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Ejercicio 4 (2.5 puntos)

Queremos construir un tetraedro de volumen 3 u?, siendo tres de los vértices los
puntos de corte del plano m = 2x —y — 2z — 2 = 0 con los ejes de coordenadas.

a) (1.5 puntos) ;A qué distancia de 7 tiene que estar el cuarto vértice del tetraedro?

b) (1 punto) Encuentra dos puntos que sirvan como cuarto vértice del tetraedro
con la base dada y el volumen senalado.

(Navarra - Matematicas II - Junio 2024)

Solucion.
a) = TNOX L =1 = A(1,0,0)
] WﬂOy%y:—2 = B(0,-2,0)

s TNOX EZX 2= -1 = C(0,0,—1)

y=0
| 11 Bl Tod ok
‘/Zetr:*'Abase'Hzf'f"@X@"Hzi'| -1 =2 0 |
3 3 2 6
-1 0 -1
H H H
:7.|<27—17—2)‘:7.\/§:7:3:> H:Gu
6 6 2
b) Como nos dan libertad, elegimos el vértice en el eje OX = V(a,0,0)
% —0—0—9 20— 2 = —18 £==%5 V(—8,0,0
av, ) = 12 6o 2a—2=18= o 1 )
vad+1+4 2a — 2 = 18 == V4,(10,0,0)
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Ejercicio 5 (2.5 puntos)

Calcula las derivadas de las siguientes funciones:

a) (1.25 puntos) f(x) = (i)c"s‘”
b) (1.25 puntos) g(x) = W

(Navarra - Matemaéticas II - Junio 2024)

Solucién.
1 CcCos T 1
a) In f(z) =In (m) =cosz - In (a:) =cosz - [lnl —lnx} = —cosz-Inz
!/ COos T
J'@) —senz-lnz— o — f'(z)=1In () . (senx‘lnx— cosx)
f(x) 2 x
e +4)-(z+2/ — (@ +4x+1)-2-(2+2] 6

b) ¢'(z) =

(z +2)" (z+2)°
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Ejercicio 6 (2.5 puntos)

Halla los maximos y minimos (relativos y absolutos), los puntos de inflexién y las
asintotas de la funcién f(x) = e, Representa, de manera aproximada, la grafica de
la funcién f.

(Navarra - Matematicas II - Junio 2024)

Solucion.
» Dominio: Dom(f) =R
» A. Vertical: AA.V.

= A. Horizontal: dA.H. eny=0
r—=+00

e lim f(z)= lim e* = lim ¢* =0
T——00 T——00 T—r+00
; 1 —x? _
* A @)=t e =0

» Extremos relativos:
fllz)==2z-e" =0 = {

—2c=0 = =0
e =0 = 3 Solucién

<_OO7 0) (07 —|—OO)
Signo f'(z) + -
Creciente | Decreciente
f(x)
S ¢

La funcién f(z) es creciente en (—00,0) y decreciente en (0,400), y tiene un mdzimo
relativo, que también es absoluto en (0, 1).

s Curvatura:
422 —2=0 = x=+v2/

7 —z? 2
— e (42 —2) =0 —
f'(@) =e (4 ) {e @* = () = 7 Solucién

<_OO7_\/§/2) (_ﬁ/27 \/5/2) (ﬁ/27 +OO)
Signo f”(x) + - +
Convexa Céncava Convexa
f(x)
U N U

La funcién f(x) es convexa (U) en (—oo, —v2/2) U (vV2/2,4+00) y concava (N) en
(—v2/2,v2/2), y tiene dos puntos de inflexion en (—v2/2,1/ye) y (V2/2,1/ye).

f@)=e

(Y32, 1/e)
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Ejercicio 7 (2.5 puntos)

Se considera la funcién f(z) = z? + €/,
a) (1.25 puntos) Demuestra que la funcién es continua en el intervalo [—2, 4].

b) (1.25 puntos) Comprueba que existen dos valores reales o y 3 en (—2,4) tales que
f(a) =2 = f(B). Enuncia el/los resultados(s) teérico(s) utilizado(s) y justifica
Ssu uso.

(Navarra - Matematicas II - Junio 2024)

Solucién.

a) La funcion es continua en R por ser composicion de funciones continuas, por lo tanto
es continua en el intervalo [—2,4].

b) Para la resolucién aplicaremos el Teorema de Bolzano, que dice: Sea f(x) una funcién
continua en [a, b], tal que f(a)- f(b) <0 = FJc € (a,b) | f(c) =0.

» Sea g(z) = f(z) —2 = 22 +¢€/* — 2, continua en [—2, 4] por ser composicién de
funciones continuas.

n g(=2)=2+e>0

» g(0)=-1<0

» g4)=144+e>0
Aplicamos el Th. de Bolzano en los intervalos:
[—2,0] = Ja e (-2,0)|g(e) =f(a)—2=0 = f(a)=2V
0,4 = 36 (0,4)[9(B) =f(F)—2=0 = [f(B) =2V
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Ejercicio 8 (2.5 puntos)

Calcula los puntos del plano en los que se cortan las graficas de estas dos funciones:

flx) = 9 & g(x) = 10x — 3

Tomando los dos puntos de corte con x > 0, calcula el area de la region del plano
encerrada entre ambas graficas en el semiplano de abscisa positiva.

(Navarra - Matemaéticas II - Junio 2024)

Solucién.

9 3 4 2 2=t 2
f(x)=g(z) = = =100—2> = 2" —-102°+9 =0 —= t"—10t+9 = 0 =

T

t=1=x==1
t=9=2x==3

En el semiplano de abscisa positiva se definen un tnico recinto de integraciéon A; : (1, 3).

A= [15@) = g de = [(3— 100 +4) do = 91”‘5“”52*31413

x 1
1 0 1
= (91n3—45+84) — <9M_5+Z> =9In3—20

Area = [A;] =20 —9In3 = 10.11 v

13
12
b g(z) = 10z — «*
10
9 (1,9)
8
7
6
5
9
4 _ 2
) f@)=3 .9
2
1
0 1 2 3| a 5
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