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Julio 2024
OprciON A

Ejercicio 1 (2.5 puntos)

Dado el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del parametro \.

0 1 1 x 1 0
A—=1 1 1 |-y |=[Ar]|=]o0
1 A—11 z 0 0

se pide:
a) (1.5 puntos) Discutir el sistema en funcion de los valores de .

b) (1 punto) Resolver el sistema en el caso A = 1 y encontrar, si es posible, una
solucion con x = 5.

(Madrid - Matematicas II - Julio 2024 - Opcién A)

Solucion.

a) Escribimos el sistema en forma matricial:

0 1 1.1
A/A* = A=1 1 1.\
1 A—1110

Hallamos el determinante de la matriz de coeficientes A.

Al =X =3)A+2=0 = A={1,2}

= SiA#£{1,2} |Al #0 = ran(A) = 3 = ran(A*) = n? incdg. Louche

SISTEMA COMPATIBLE DETERMINADO (Solucién tnica).

R Sid=1 = AJA* =

_ O O
O =
— =
— o o=

(1)|7£() = ran(A4) =2

|A] =0 = ran(A4) < 3y como

=0 = ran(A*) =2

—_— O O
O = =
O~ =

ran(A) = 2 = ran(A*) # n® incég. = 3 fouche . S1sTEMA COMPATIBLE INDE-

TERMINADO (Infinitas soluciones)

01 1.1
B SiA=2 = A/AT=| 11 1'2
11110
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|A] =0 = ran(A) < 3y como (1) 1

! |7£0 = ran(A) =2

=2 # ran(A*) = 3 221 S19TEMA INCOMPATIBLE (3 solucién)

— = O
—_ = =
(el NORN

b) Resolvemos el sistema para A = 1 por el método de Gauss. Como estamos ante
un S.C.I. solamente es necesario resolver el sistema formado por las ecuaciones
correspondientes al menor de orden 2 distinto de cero obtenido en la discusion.

01 1,1

A/A —<1 0 110 sr+A=0 =| y=1—-X,AeR

>:>y+>\:1 = | z=-A\
=z=A\ = z=A

Siz=5=-\ = A=-5 = |z=5 & y=6 & z=-5

Matemaéticas II - Examenes resueltos



Ejercicio 2 (2.5 puntos)

a) (1 punto) Proponga un ejemplo de funcién polinémica de grado 2 cuya grafica
sea tangente a la recta y = x en el punto (0,0).

b) (1 punto) Proponga un ejemplo de funcién polinémica de grado 2 que tenga un
maximo relativo en el punto (1,1).

c) (0.5 puntos) Justifique si una funcién polinémica de grado 2 puede tener dos
extremos relativos en R

(Madrid - Matematicas II - Julio 2024 - Opcién A)

Solucion.

a) flx)=ar® +br+c &  fl(z)=2ar+b &  f'(z)=2a

» Pdte. der.t.en (0,0)es 1: = m, =f'(0)=1 = b=1
» Pasa por (0,0): = f(0)=0 = ¢=0

Si tomamos a = 1, una opcién serfa: | f(r) = 2> +

b) = E.relen(l,1): = f(1)=0 = 2a+b=0 = b=—-2a
» Pasapor (1,1): = f(1)=1 = a+bte=1E2sc=a+1

Tomamos los valores:

a=1 & b=-2 & c=2 = f(z)=2"—22+2

y comprobamos que f”(1) =2 >0 % Minimo, por lo tanto hemos de tomar los
valores:

a=-1 & b=2 & c=0 = | f(z)=—-2"+22

y en este caso f’(1) =—-2<0 9. Méximo relativo en (1,1)

¢) La derivada de una funcién polinémica de grado 2 es de la forma f'(z) = 2azx + b,

cuyos puntos criticos son 2az +b =0 — z = ~5g’ lo que significa que tiene un
a

Unico extremo relativo.
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Ejercicio 3 (2.5 puntos)

Sean los puntos P(1,—1,3) y Q(2,1,—1):

a) (1 punto) Determine una ecuacioén del plano respecto del cual ambos puntos son
simétricos.

b) (1.5 puntos) El segmento PQ es uno de los tres lados del tridngulo cuya suma de
los cuadrados de las lontitudes de sus lados es 34 y el tercer vértice se encuentra

en la rectar = x—2 = y = z. Calcule las coordenadas del tercer vértice sabiendo
que ninguna de sus coordenadas es nula.

(Madrid - Matematicas II - Julio 2024 - Opcién A)

Solucion.

a) El plano pedido es el mediador, que pasa por el punto medio de Py (@ y es perpen-
dicular al segmento PQ).

P+Q
Mpg = =(3,0,1 Mg €T 3
= PQ 2 (3.0,1) = 242y—424+D =0 =——= ~4+0-4+D =0
ﬁw:Pa:(1727_4) :
) )
:>D:§:>7rzx+2y—4z+§:0:> T=2r+4y—-82+5=0
r=2+A
R(2,0,0)
b r= 5 —— = :A :>X2+)\,A7A
) {dT:(l,l,l) Y ( )

2 2 2

PG| +[QX[ HXP| = 1012 )P+ — LA+ DP (-1 = A ~1 - 1,3 - V)

=214+ XN+ A=124+A+1)2+2- (-A=1P2+(B3-N2=6 -2\ +3d=34
A= (Ninguna coordenada nula)

1 711
— - X(< = =
A=3 = <3’3’3)

= 2\-3\—-1)=0 =
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Ejercicio 4 (2.5 puntos)

En un espacio muestral se tienen dos sucesos incompatibles, Ay y Ay, de igual
probabilidad 0.4 y se considera A3 = Ay U Ay (por tanto, la probabilidad de Ag es 0.2).
De cierto suceso B se sabe que P(B | A;) = P(B | Ay) vy P(B | A3) =2P(B | A;). Y
de un suceso C' independiente de A, se sabe que P(C | A2) = 0.3 y P(C | A3) = 0.6.
Con estos datos se pide:

a) (1 punto) Calcular la probabilidad de B si P(B | A;) = 0.25.

b) (1.5 puntos) Calcular la probabilidad de C'y determinar si C' es independiente
de AQ.

(Madrid - Matematicas II - Julio 2024 - Opcién A)

Solucion.

a) Del enunciado tenemos que:

P(B| A;) =0.25
P(B | A) = P(B| A,) } PEA2 ) b | 4 2095
P(B| A3) =05

Como A3 = AfUA; = A, U Ay U Az = (), ademas los sucesos A; y Ay son
incompatibles, es decir A; N Ay = &. Por lo tanto los sucesos Ay, Ay y Az forman
una particién del espacio muestral (son incompatibles dos a dos y su unién es el
espacio muestral). Por el Teorema de la Probabilidad Total tenemos que:

P(B) = P(A1) - P(B | A1) + P(Ag) - P(B | Ay) + P(A3) - P(B | As)

=04-025404-025+02-05 = | P(B) =0.3

b) Volvemos a aplicar el Teorema de la Probabilidad Total al suceso C":
P(C) = P(A1) - P(C | A1) + P(As) - P(C' | A2) + P(43) - P(C'| A3)

Al_y C

=0.4-P(C| A)+04-0340.2-0.6 0.4-P(A;))+0.24=0.4-04+0.24

Indep.

= | P(C)=04

P(C | Ay) = P(g(g;)lz) _ P(C;)zAz)
P(C) - P(As) = 0.4-0.4 = 0.16

P(C)-P(Ay) # P(C N As) = los sucesos C'y A no son independientes.

—0.3 = P(CNAy) =012 }
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Julio 2024
OprciON B

Ejercicio 1 (2.5 puntos)

Como es bien sabido, la siguiente igualdad de determinantes
det(A + B) = detA + detB
no es cierta en general.

a) (0.75 puntos) Si A y B son dos matrices para las que det(A+ B) = detA+ detB,
pruebe que entonces

det((A + B)?) = det(A?) + det(B?) + 2det(AB).

1 0 -1 1 01
b) (1 punto) Dadas las matrices C=| a 1 0 & D= 2 1 2
2 -1 « -1 21
determine el tinico valor de o con el que si se cumple la igualdad det(C' + D) =
detC + detD.

c¢) (0.75 puntos) Para el valor « = —1, resuelva el sistema homogéneo de ecuaciones
lineales que tiene a C' como matriz de coeficientes.

(Madrid - Matematicas II - Julio 2024 - Opcién B)

Solucion.
a) det((A+B)?) = [det(A-i-B)r = (oletA+01e1:B)2 — (detA)2—|—(detB>2+2detA~detB
= det(A?) +det(B?) + 2det(AB) q.e.d.
b) det(C + D) = detC + detD

1 0 -1 1 01 1 0 -1 1 01
= det|| « 1 O [+ 2 1 2 =la 1 0 |+ 2 1 2
2 -1 « -1 21 2 -1 -1 2 1
2 0 0
= [24+a 2 2 |=2a+2)4+2 = da=20+4 = |a=2
1 I 1+«
¢) Para o = —1 es sistema homogéneo en forma matricial queda:
1 0 —-1.0 1 0 -1.0
-1 1 0,0 |~| R+F |~[0 1 —-1,0 |~
2 -1 =110 Fy —2F 0 -1 110 Fs + I

10 —1, =zr—-A=0 =
~101 -1'0|=y—-XA=0 =
=

00 010/ =z=x

S
I
> > >
>
m
=~
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Ejercicio 2 (2.5 puntos)

Dada la funcién f(x) = x® — 3z, se pide:

a) (0.75 puntos) Estudiar si es par o impar y calcular sus intervalos de crecimiento
vy de decrecimiento.

b) (1.75 puntos) Calcular el drea de la region acotada delimitada por las grifica de

f(x) ydeg(x) =z (z—3).

(Madrid - Matematicas II - Julio 2024 - Opcién B)

Solucioén.
flz)=2* -3z
a) f(—z)=—a3+3z ¢ = [f(-2)=—f(z) = [f(z) tiene simetria Impar
—f(z) = —a” + 3z
fl(z)=32>-3=0 = z=+1

(—o0,—1) (—1,1) (1,+00)

Signo f'(z) + - +
(@) Creciente | Decreciente | Creciente

/" N /

La funcién f(x) es creciente en (—oo, —1)U (1, +00) v decreciente en (—1,1), y tiene
un mdzimo relativo en (—1,2) y un minimo relativo en (1, —2).
b) f(x)=2*-3z & g(x)=x (v —3)=2>—-3x
h(z)=f(z) —g(z) =2 —2*=2? (v —1) =0 = z = {0, 1}, luego tenemos un
tnico recinto de integracion A; : (0, 1)
3 <1 1) 0 L
4 3 12

Alz/()lh(x)dx:/01<x3—x2)dx: 24—:;1

¢ 1
Area = |A| = 1 u?

1

0

f(z) =23 -3

(0,0

-1

g(@) =z (z—3)
-2 (1s'2)
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Ejercicio 3 (2.5 puntos)

Dado el punto P(5,—1,2) y las rectas:

r—2 y+1 2-0 rT—y=>
= p— & S
3 -1 1 r+z=3

r

se pide:

a) (1 punto) Estudiar la posicién relativa de ambas rectas y hallar la distancia entre

ellas.

b) (1.5 puntos) Determinar una ecuacioén de la recta que pasa por Py corta per-
pendicularmente a la recta r.

(Madrid - Matematicas II - Julio 2024 - Opcién B)

Solucion.
S(5,0,—2)
R(2,-1,0 ik
r= _,<’ '0) =r=1 - b & }ﬁ:(S,l,—Q)
d. = (3,-1,1) d,=|1 -1 0|=(-1,-1,1)
1 0 1
3 —1 1
a)—l%—l%I:>Tyssecortanosecruzan
-1 1
{dr,ds,ﬁ}: —1 —1 1 |=4#0 = ry s secruzan en el espacio
3 1 =2
[, d, S]] 4] 4 42
d(r,s) = 45— =——5—5—5— = — _ve
d, x d, i j ok (0, -4, —-4)]  4v2 2
|l 3 -1 1]
-1 -1 1
P(5,—1,2 T
b) 7= 4(’ . ) — r=3r—y+2+D=0E515414+2+D
e =d, = (3,—1,1)
D=-18

—71=3r—y+2—18=0
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Ejercicio 4 (2.5 puntos)

Antonio y Benito, companeros de piso, lanzan alternadamente un dardo cinco veces
a una diana para decidir quién friega. Friega quien menos veces acierte el centro de la
diana. En caso de empate, friegan juntos. Si Antonio acierta el centro de la diana en
el 25 % de sus lanzamientos y Benito en el 30 %, se pide:

a) (1 punto) Calcular la probabilidad de que no haga falta llegar al cuarto lanza-
miento para decidir quién friega.

b) (1.5 puntos) Aproximando por una normal, calcular la probabilidad de que Anto-
nio falle el centro de la diana en al menos dos terceraas partes de 60 lanzamientos.

(Madrid - Matematicas II - Julio 2024 - Opcién B)

Solucion.

Sean las variables aleatorias:

A = “N° de dianas de Antonio” — A : B(5,0.25)
B = “N° de dianas de Benito” — B': B(5,0.3)

a) Si no hace falta llegar al cuarto lanzamiento es porque uno de los dos jugadores
acierta los tres primeros lanzamientos, mientras que el otro los falla. En ese caso

A:B(3,025) & B:B(3,0.3)
P((A=3NB=0)U(A=0NB=3))=P(A=3NB=0)+P(A=0NB=3)

3 3 3 3
= (3) -0.25%.0.75% - <0> -0.3°.0.7% 4+ <0> -0.25° - 0.753 - <3> -0.3%.0.7°

=0.25%-0.72 +0.75% - 0.3 = 0.01675

b) X = “N® de dianas falladas por Antonio” — X : B(60,0.75)

n=60>20 v
X :B(60,0.75) =< np=45>5v 3 =Y : N(np, /npq) = N (45,3.35)
ng=15v
2 54
P(X > 3.60) — P(X > 40) = P(Y > 39.5) :P(Z > ?’95%5)

= P(Z > —1.64) = P(Z < 1.64) = 0.9495
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