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Modelo 2024
OPCION A

Ejercicio 1 (2.5 puntos)

La primera interpretacion en EE.UU. de la octava sinfonia de Mahler tuvo lugar
en Filadelfia en 1916 con la participacion de una orquesta, dos coros con el mismo
niimero de miembros, un tercer coro infantil y, ademas, ocho cantantes solistas invita-
dos especialmente y que no pertenecian a ninguno de los coros. La décima parte del
niimero total de intérpretes de los tres coros era menor en 15 unidades al de miembros
de la orquesta. Los miembros de cada uno de los dos coros no infantiles superaban
en 140 unidades a la suma de componentes del coro infantil y los de la orquesta. El
numero de miembros de la orquesta excedia en 21 unidades a la doceava parte del
total de intérpretes. ;Cuantos intérpretes tenia la orquesta y cada uno de los coros?
¢, Cuantos intérpretes habia en total”

(Madrid - Matematicas II - Modelo 2024 - Opcién A)

Solucion.

Sean las incégnitas:

x = “N¢ de integrantes de la orquesta”
y = “N° de integrantes de cada uno de los coros”
z = “N° de integrantes del coro infantil”
1
0 Gte)+lh=q T—y+z=—140
y—140=z+z — 10z — 2y — 2 =150

1 —_— —_ JR—
:L‘—21:E-(x+2y_|_z_|_8) 11z — 2y — 2z = 260

1 -1 1 =140 1 -1 1 ,-140

A/A*=|[ 10 =2 -1 150 |~ | F,—10F, | ~| 0 8 —11! 1550

11 -2 —1' 260 Fy—11F, 0 9 —1211800
1 =1 1 =140\ =2 —400+150 = —140 = | z =110
~ ~[0 8 —11!1550 | =8y—11-150=1550 = | y =400
8F; — 9F, 0 0 3 1450 ) =32=450 = | 2=150

Por lo tanto en la interpretacion de la sinfonia habia 110 miembros de la orquesta, 400
intérpretes en cada uno de los dos coros y 150 intérpretes en el coro infantil, ademés de
los 8 cantantes solistas. Todos sumaban un total de 1068 intérpretes.
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Ejercicio 2 (2.5 puntos)

a) (0.75 puntos) Halle lim

Sea la funcién f(z) =z - /(z2 — 1)

f(x)
a1 (z — 1)

b) (1.75 puntos) Halle el drea, en el primer cuadrante, comprendida entre la recta
y = x y la gréfica de la funcién f(z).

(Madrid - Matematicas II - Modelo 2024 - Opcién A)

Solucion.

(12 -1 —-1=0 = (2—-1)°=1 = z=42

Luego, en el primer cuadrante se define un tinico

recinto de integracion A; : (0,/2) V3,v2)
V2 V2 2/3 1 z)==x
Ay = / h()dx—/ x-(xz—l)/dx o
0
2/3
—/ xdx—f/ 23:-( —1) dx
u?/3 !
V2 f@) ==z (a2 —1)
1 3 o @
—/ rdr = --—- (2—1)/ T
2 5 2,
“(ot) (o 0= |
5
Area—\Al\———Oélu
O

Matemaéticas II - Examenes resueltos




Ejercicio 3 (2.5 puntos)

r=A
Sea larectar=¢y=0 yelplanom=z=0.
z=0

perpendicular a r y que pase por el punto (1,1,1).

(Madrid - Matematicas II - Modelo 2024 - Opcién A)

a) (1 punto) Halle una ecuacion de la recta paralela al plano m cuya direccién sea

T
b) (1.5 puntos) Halle una ecuacién de una recta que forme un angulo de 1 radianes

con la recta r, que esté contenida en el plano 7 y pase por el punto (0,0,0).

Solucién.

a) Como la recta s es paralela a 7, su vector director dy serd perpendicular al vector
normal del plano 77,, mientras que si la recta s es perpendicular a r los vectores d,

y d, seran también perpendiculares.

S(1,1,1)
- T 9k
s=9 s||m=ds L, > L > = 5=
> o p=>di=iiyxd, =00 1]|=(0,1,0)
slr=d, Ld,
1 00

rz=1
y=1+A\
z=1

b) ter = d, = (a,b,c) L, =(0,0,1) = d; -ty =02 d, = (a,b,0). Como

pasa por el punto 7°(0,0,0) su ecuacién paramétrica sera:

Tr =
7(0,0,0
t= 4(”) = t=qy=0b\ ,AER
dy = (a,b,0)

T
Obligamos a que forme un angulo de 1 radianes con la recta r

d,-d, .
cos(T) = 1 | V2 @b o0l ja
L N R L R R

r= A\

1_ a?

2 a2+ b2

— a’+ b’ =2d" = GZib%tE y=+X ,A€eR

z=20
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Ejercicio 4 (2.5 puntos)

La seleccién espanola competira en la Copa Mundial Femenina de Fitbol 2023.
En los dos primeros partidos de la fase de grupos, que consta de tres partidos, la
probabilidad de ganar cada uno de ellos es del 80 %. Sin embargo, debido al aumento
en la moral de las jugadoras, si ganan los dos primeros partidos la probabilidad de
ganar el tercero asciende al 90 %. En caso contrario, la probabilidad de ganar el tercer
partido se mantendra en el 80 %. Se pide:

a) (0.5 puntos) Determinar la probabilidad de que la seleccién espanola no gane
ningun partido durante la fase de grupos.

b) (1 punto) Calcular la probabilidad de que la seleccién gane el tercer partido de
la fase de grupos.

c¢) (1 punto) Si sabemos que la seleccion ha ganado el tercer partido, determinar la
probabilidad de que no haya ganado alguno de los dos encuentros anteriores.

(Madrid - Matematicas II - Modelo 2024 - Opcién A)

Solucion.

Sean los sucesos:

G;
D = “El equipo gana los dos primeros partidos”

“El equipo gana el partido ¢”

Del enunciado tenemos:
P(G))=08 & P(Gy)=08 & P(G3|D)=09 & P(G3|D)=038
a) P(GiNGyNGs) = P(Gy) - P(Gy) - P(G3) =0.2-0.2-0.2 = 0.008
b) P(D) = P(G1NGs2) = P(Gy) - P(G3) =0.8-0.8=0.64
P(Gs) = P((DNGs) U(DNGs)) = P(DNGs) + P(D N Gs)
= P(D)-P(G3| D)+ P(D)-P(G3| D) =0.64-0.9+ (1 —0.64)-0.8 = 0.864

c¢) Que no gane alguno de los dos primeros partidos = G; UGy = G NGy = D

(DNGs) _ P(D)-P(Gs|D) _ (1-064)-08 1 0

P(D | Gs) = P(Gs) P(G5) 0864 3
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Modelo 2024
OprcION B

Ejercicio 1 (2.5 puntos)

0 m 3 0 m

11 1 m
Consideremos las matrices reales A = ( m ) & B = . Se
0 1

pide:

a) (0.75 puntos) Estudiar si existe algin valor de m para el cual la matriz BA tiene
inversa.

b) (0.75 puntos) Estudiar el rango de la matriz AB en funcién del pardmetro m.

x a
c¢) (1 punto) Para m = 1, discutir el sistema (AT : A) | v | =1 a | segtn los

2

z a

valores de a.

(Madrid - Matematicas II - Modelo 2024 - Opcién B)

Solucion.
1 m m 1 1 m-1+m?> 1+3m
a) BA=]10 m '<Om3>: 0 m? 3m
0 0 m 3

|IBA|=m-(3m?>—-3m?) =0 = 3 (BA) 'VmeR

poag— (™ L 1Y, (1) Z (m omPemt
L0 m 3 01 ] \O m?* + 3
|AB|=m-(m*+3)=0 = m=0

» Sim#0 |AB|#0 = ran(AB) =2

» Sim=0 AB—<8 ;>:>ran(AB)—1
10 111 111
c) Param=1 AT-A=]|1 1 -(0 1 3>: 1 2 4
13 1 4 10
11 1ia
Escribimos el sistema en forma matricial: A/A* =] 1 2 4 | a
1 4 10 a®

Hallamos el determinante de la matriz de coeficientes A.

|Al]=0Va e R = ran(A4) < 3y como

} ;'7&0 = ran(A4) =2

11 a
1 2 al|=d-a=a(a—1)=0 = a={0.1}
1 4 a?
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Rouche

» Sia# {0,1} ran(A) =2 # ran(A*) = 3 === SISTEMA INCOMPATIBLE

(# solucién)
s Sia={0,1} ran(4) =2 =ran(A*) # n° incogn. = 3 22 SisT. ComP.

INDETERMINADO (00 soluciones)

Ejercicio 2 (2.5 puntos)

4
Dada la funcién real de variable real f(x) = x — o se pide:
x —_—
a) (0.75 puntos) Hallar el dominio de definicion de f(x) y determinar, en el caso

de que existan, las ecuaciones de las asintotas de su grafica.

b) (1 punto) Determinar los extremos relativos de la funcién, asi como sus intervalos
de crecimiento y de decrecimiento.

c¢) (0.75 puntos) Calcular la ecuacién de una recta tangente a la grafica de f(x) que
sea paralela a la recta de ecuacion 9x — 8y = 6.

(Madrid - Matematicas II - Modelo 2024 - Opcién B)

Solucion.

a) t—1=0 = =1 = Dom(f) =R - {1}

m A. Vertical: 3 AV.enxz =1

) 4
, 4 Jlm J@) = 1= G = —ec
e lim f(x)=1|1—-| =
= 0 lim f(:c)—l—i——oo
z—1t a 0+ a
= A. Horizontal: lm (z) = 400 — 0F = o0 = F AH.
= A. Oblicua: 3A.0. eny==x
z—+o00o
m = lim @: lim 1—L =1
rz—Foco g z—=+o00 X - (.CL’ — 1)2
. . 4 ) —4
n =t [fl@) —ma] = lm V= o — 2| = i gy =0
8 (x—1P%+8 2°—32>+3z+7 ®
b / :1 = = = :—1
R Ty O @otp T
1 -3 3 7
® —1 —-1 4 -7 & 2*—4rx+7=0 = 3 Solucién
1 -4 7 0
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Signo f'(z) + - +
Creciente | Decreciente | Creciente

/! Y /

La funcion f(x) es creciente en (—oo, —1)U(1,400) y decreciente en (—1,1), y tiene
un mdzimo relativo en (—1, —2)

9
c) Seas=9r -8y =6 — y=gro g = me=
9 8 1 8
r = s = / :>7:1 - =
m m f(x0> 3 + ($0_1>3 ] (x0—1)3
—f(5)=12
— 2332?30 — 65 = 0wy = 5 22058 (4, 40) = (5,19)

19 9 7
r=y—yo=my - (r— 1) = y—zz—~(x—5) = |r=y=gr—g

1 -3 3 —65
® 5 5 10 65 &  2*+2r+13=0 = P Solucién

1 2 13 0
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Ejercicio 3 (2.5 puntos)

Dados los puntos A(0,0,1), B(1,1,0), C(1,0,—1), D(1,1,2), se pide:

a) (0.75 puntos) Comprobar que los puntos A, B, C'y D no son coplanarios y hallar
el volumen del tetraedro que forman.

b) (0.75 puntos) Hallar el drea del tridngulo que forman los puntos B, C'y D y el
angulo B del mismo.

¢) (1 punto) Hallar uno de los puntos E del plano determinado por A, B y C
tales que el cuadrilatero ABC'E sea un paralelogramo. Hallar el area de dicho
paralelogramo.

(Madrid - Matematicas II - Modelo 2024 - Opcién B)

Solucion.

a) AB = (1,1,-1) & AC=(1,0,-2) & AD=(1,1,1)

1 1 -1
{1@,1@,1@} =10 -2 |=-2#0 = A, B, C'y D no son coplanarios
1 1 1

VOZABCD:é'l{ﬁ,ﬁ,@]’ :1.’_2’ :;u:a
b) BC = (0,—1,-1) & BD=(0,0,2)

7 k
Area a ‘B?x@‘_l 0 —1 _1|:1.|( 2,0,0)|_£:1u2
BCD 2 00 2 2 2
B BC-BD  0+0-2 3 La5e

SRR Ve T

¢) Como definen el paralelogramo ABCE, se entiende que es como el de la figura:

B(1,1,0) BC C(1,0,-1)

A(O,E),J)/"/ AE

oA OE

0(0,0,0)

OF = OA + AE = OA + BC = (0,0,1) + (0, ~1,~1) = | E(0,—1,0)

- j 5
AreaABCE—‘/ﬁxﬁ’— —1|=1(-2,1,-1)| = V6 u?

—1 —1
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Ejercicio 4 (2.5 puntos)

En un espacio muestral se tienen dos sucesos incompatibles, A, de probabilidad
0.5 y Ay de probabilidad 0.3 y se considera A3 = Ay U Ay. De cierto suceso B de
probabilidad 0.4 se sabe que es independiente de A, y que la probabilidad del suceso
A3 N B es 0.1. Con estos datos se pide:

a) (1 punto) Calcular la probabilidad de As.

b) (1.5 puntos) Decidir si B 'y As son independientes.

(Madrid - Matematicas II - Modelo 2024 - Opcién B)

Solucion.

Del enunciado tenemos:

P(A;) =05 P(Ay) =03 P(A; N A) flyb 0
ncomp.
P(B)=04 P(A3;nB)=01 P(A, NB) f;‘?‘/ " p(A,) - P(B)
ndep.

a) P(A;UAy) = P(A)) + P(A,) —Mi 0.5+ 0.3 =0.8

b) Como los sucesos Ay, A y Az son una particiéon disjunta del espacio muestral (su-
cesos incompatibles entre si cuya suma es el total del espacio muestral), se cumple
que:

P(B) = P(BN (A UAyUAs)) = P((BNA)U(BN A) U (BN Az)) "=

disjuntos
= P(BNA;)+P(BNAs)+P(BNA;) = P(B)-P(A1)+P(BNAy)+P(BNA3)
= 04=04-054+P(BNA)+01 = P(BNAy)=0.1
P(Ay) - P(B) =0.3-0.4=0.12
Como P(B N As) # P(As) - P(B) = los sucesos Ay y B no son independientes.
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