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Modelo 2023
OPCION A

Ejercicio 1 (2.5 puntos)

Dadas las matrices:
0 -1
A:<m—1 1) &B:<2m _1> & C=1| -2 1 |[. Se pide:
-2 0 m 1 0
3 -1
a) (0.75 puntos) Calcular el valor de m para el cual se verifica que ATB = C.

b) (1 punto) Calcular los valores de m para los cuales existe la inversa de AC' y
calcular para m = 0 la inversa de AC.

c¢) (0.75 puntos) Calcular el valor de m para el cual se cumple que B> = B — I,
siendo I la matriz identidad de orden 2.

(Madrid - Matematicas II - Modelo 2023 - Opcién A)

Solucion.

m =2 om —1 2om2 —2 —m 0 -1
a) AAIB=C = | -1 0 ( " O): om 1 |=| -2 1

1 m 3m —1 3 -1
m==1

m=1

2m? —2=0 = {

— {—-m=—1 = m=1V
—2m=-2 = m=1V
1=1V

0 -1
m —1 1 5 —m—2
b>AC:<—2 0 m>'(32 11)<3m —m+2>

|AC| =3m2 +m+10=0 = 3 Solucién = J(AC)"'VmeR

v o= (5 2)=er (3 )i (4 )

) om —1\ (2m —1 2m —1 10
C>B:B_I:><1 o>'<1 o>:<1 0)‘(01)

m—=710

4m? —1=2m -1 = {

4m?* -1 —2m \ [ 2m-1 -1
om -1 |~ 1 1) T \2m=-1 = m=1h/

2m=1 = m=12/
—1=-1V

m =1/
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Ejercicio 2 (2.5 puntos)

re — e

- ,six <1
Para Ia funcién f(z) ={ © 1 € , se pide:
,six > 1

4dr — 3

a) (1.5 puntos) Estudiar su continuidad y determinar, en el caso de que existan, las
ecuaciones de sus asintotas.

b) (1 punto) Calcular /15 \ f(z)de.

(Madrid - Matematicas II - Modelo 2023 - Opcién A)

Solucién.

a) Continuidad de f(z)

» Siz <1, f(z) = i:::, continua en R — {1}, luego continua en x < 1.
» Siz>1, f(z) = 4x_3,continua en R — {3/4}, luego continua en z > 1.
s Six=1
, xTe—e 0] t’Hop,, € e
' Jif{lf@):ili%eml_e:[oygpiﬂ%em:ezl
) wlir%f(x)l:l%%—?):zl—?,:l
C )= =1

ligl, flz) = ll)r{1+ f(z) = f(1) = f(x) es continua en x = 1

= A. Vertical Dom(f) = R y ademés la funcién es continua en R, por lo que
f(z) no tiene A. Vertical.

= A. Horizontal

y= lim re-e_ T = t+o0= 7 AH.
z——00 T — ¢ 0—e T——00
= 1i L _ 1 =0= AH =0

y_x—l>r-‘£loo4x—3_—|—oo_ ac—;—l—obeny_

= A. Oblicua Serd una recta: y = mx +n

. flx) ) re —e 00
m = lim = lim ——=|— re e
T——00 [ z——o0 ret — xre o0 — ,siz <l
P
L'Hep -, € € 1 1
= 1m = = - siz>1
esotoo (z+1)e* —e  0—e z—3 '~ 7%
) ) re —e
n= lim [f(x) - mm] = lim +x
T——00 rz——o0o| el — e y
., x—ec+4xe® —xe —e+0
= lim = =1
&——00 er —e 0—e
& 8 10 12

Luego 3 /LQ eny=—x+ 1.
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5
/ 4 -(4z —3)7" dx
1 /
w iy

A~ =

b) /15\/de:/l51/4x1_3dx:/15(4m—3)_1/2d:v:

5 —
i.g.,/ﬁx_g] :V217_1:V1721
1

2

Ejercicio 3 (2.5 puntos)

Un deposito en forma de paralelepipedo, de base cuadrada ABC D, apoya comple-
tamente su base sobre una rampa en un local, quedando una arista superior pegada al
techo. Se considera un sistema de ejes, con los semiejes positivos en un rincon del local.
La arista inferior paralela a la que se apoya en el techo y no en su misma cara, tiene
vértices de coordenadas A(1,1,1) y B(1,3,1). La ecuacién del plano que contiene a la
rampa es 4x — 3z = 1 y el vértice sobre el punto A es A'(1,1,6). Se pide:

a) (0.5 puntos) Calcular una ecuacién del plano que contiene a las aristas AB y

AA.
b) (1 punto) Calcular los otros dos vértices, C' y D, de la base.

¢) (1 punto) Calcular el volumen del depdsito.

(Madrid - Matematicas II - Modelo 2023 - Opcién A)

Solucién.

b) Como la base estd en el plano 71 =42 — 32z =1 — AD 1 Ty
Como la base es un cuadrado AD L AB & |AD| = |AB| =v0+224+0=2

gi%}ﬁ@:x(ﬁxm):x

J
3 0 |=X-(=9,0-12)
0

B O

A= —2/15 = AD = (g,o,%)

AD| =2 = V2252 =2 —
[4D] {)\:—|—2/15 — AD = (—%,0,—%)

11 13
D= (L1 +(80.8) = | D= (51,5

E:D—A:D:AJrfB:

Dy = (1,1,1) + (=£,0,-8) = Dy = (-+4=F)
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Hemos descartado el punto D, ya que su coordenada z < 0, lo que supone que
estaria bajo el suelo del local.

C:B+E§:(1,3,1)+(g,o = |C= <11,3,13)

5

5 5
0 2 O
o) wzq[ﬁ,ﬁ,ﬁ}\q 65 2 85 || = =12 = 12 o3
0O 0 5

Ejercicio 4 (2.5 puntos)

Una empresa complementa el sueldo de sus empleados segin la consecucién de
ciertos objetivos valorados en funciéon de una puntuacion que sigue una distribuciéon
normal N (100, 35). Se pide:

a) (0.75 puntos) Calcular el porcentaje de empleados con una puntuacién compren-
dida entre 100 y 140.

b) (0.75 puntos) Hallar la probabilidad de que un trabajador obtenga una puntua-
cion inferior a 95 puntos.

c¢) (1 punto) Determinar la puntuacién minima necesaria para cobrar los objetivos
si el 75.17% de la plantilla ha recibido dicho incentivo.

(Madrid - Matematicas II - Modelo 2023 - Opcién A)

Solucion.

X = “Puntuacién de los empleados” — X : N'(100, 35)

100 — 100 140 — 100
a) P(100 < X < 140) = P(35 <Z<

= P(Z <1.14) — P(Z < 0) = 0.8729 — 0.5 = 0.3729 = 37.29 %

95 — 100
35
—1—P(Z <0.14) = 1 — 0.5557 = 0.4443

IN

) — P(0< Z < 1.14)

b) P(X <95) = P(Z < > =P(Z < —-0.14) = P(Z > 0.14)

¢) Sea a la puntuacién superada por el 75.17 % de los trabajadores

1
P(X > a) = 0.7517 —> P(Z > 4 3500) — 0.7517
— P(Z < —a;—5100> — 0.7517 —> —a;—5100 —0.68 = |a =762

4 Mateméaticas II - Exdmenes resueltos



Modelo 2023
OPCION B

Ejercicio 1 (2.5 puntos)

Se considera el sistema de ecuaciones lineales

rT—y+az=-1
rH+ay+2z=1
v —y+4z = -1

a) (2 puntos) Discuta el sistema en funcién de los valores del parametro real a.

b) (0.5 puntos) Resuelva el sistema obteido para aquellos valores de a en los que
tenga infinitas soluciones.

(Madrid - Matematicas II - Modelo 2023 - Opcién B)

Solucion.
METODO DE ROUCHE

a) Escribimos el sistema en forma matricial:

1 -1 a,—1
A/A* =11 a 2'1
3 —1 4:—1

Hallamos el determinante de la matriz de coeficientes A.
Al = -3’ +3a=-3a-(a—1)=0 = a={0,1}

s Sia 7é {0,1} ‘Al 7£ 0 = ran(A) = 3 = ran(A*) — n° il’lCég. Rouche
SISTEMA COMPATIBLE DETERMINADO (Solucién tnica).

1 -1 0,-1
» Sia=0 = A/A*=|1 0 2,1
3 —1 41-1
1 -1
|Al =0 = ran(A) < 3 y como 10 ‘7&0:>ran(A):2
1 -1 -1
1 0 1 |=-2#0 = ran(A*) =3
3 —1 -1
ran(A) = 2 # ran(A*) = 3 222, S1gTEMA INCOMPATIBLE (3 solucién)
1 -1 1,-1
s Sia=1= A/A"=|1 1 2'1
3 —1 41-1
1 -1
|Al =0 = ran(A) < 3 y como 11 ‘#O:ran(A):2
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1 -1 -1

1 1 1 |=0= ran(4") =2

3 -1 —-1
ran(A) = 2 = ran(A*) # n® incég. = 3 fouche . S1sTEMA COMPATIBLE INDE-
TERMINADO (Infinitas soluciones)

b) Resolvemos el sistema para a = 1 por el método de Gauss. Como estamos ante
un S.C.I. solamente es necesario resolver el sistema formado por las ecuaciones
correspondientes al menor de orden 2 distinto de cero obtenido en la discusion.

. (1 -1 1,-1 1 -1 1,-1
A/A_<1 1 231) [Fz—ﬂ] (0 2 1:2)

=r—A+2-2A=-1 = | z=-3+3\
=2\+2=2 = y=2A AER
O
Ejercicio 2 (2.5 puntos)
Dada la funcion 5
1 ,six > 1
fla)=9%"
ﬂ s six<lyaxz#0
x

a) (0.5 puntos) Estudie su dominioy su continuidad.

b) (1 punto) Estudie su crecimiento, decrecimiento, maximos y minimos relativos
vy absolutos.

¢) (1 punto) Determine las ecuaciones de las asintotas, si existieran.

(Madrid - Matematicas II - Modelo 2023 - Opcién B)

Solucion.
9 i:—1 ,six <0
. —x
] ,six >1 x .
flx)=1 ", — ;zl ,si0< <1
— ysiz<lyx#0
|z 2 .
1 ,six >1
I‘_

a) Continuidad de f(z): Dom(f) = R — {0}, por lo que solo es necesario estudiar
la continuidad en las fronteras de la funcion.

s Continuidad en z =0

T ==
TS ==

- f(0) %

6 Matemaéticas II - Examenes resueltos



Como hm f(z) # hrn f(z), la funcién tiene una discontinuidad inevitable de
salto ﬁmto en r = 0
» Continuidad en z =1
g =int=t
2 2

T il e
. f1)=1

Como lir? f(z) # lir{1+ f(z), la funcién tiene una discontinuidad inevitable de
z—1— T—

salto infinito en x = 1.

Por lo tanto la funcién f(z) es continua en R — {0, 1}.

X

—=-1 ,six<0 0 ,siz <0
—x
x . .
b) f(z) = ;21 si0<r <1l — f(z) = 0 ,si0<ax <1
2 2 iz 1
i - , Sl
1 ,six>1 @o1?
» Siz <0 lafuncién fi(x) = —1 es una recta horizontal y todos sus puntos son

extremos relativos.

» Si0 <2< 1lafuncién fo(z) = 1 es una recta horizontal y todos sus puntos

son extremos relativos.
2
= B =Ty

] #0Vaz > 1, luego

» Siz > 1lafuncion f3(z) =

no tiene extremos relativos.
fi(z) <0 = f(x) es decreciente en (1,400).

La funcién no tiene mdzimos absolutos y el minimo absoluto es cualquier punto de
(—00,0).
c) = Asintos Vertical: JA.V. — 400
z—1t
» Asintota Horizontal: Como fi(z) es una rama constante, la tnica opcién
estd en f3.

y= lim f(z)= lim

r—r-+00

2
1—0 — JAH eny=0

Tr—+00
» Asintota Oblicua: No hay en fi(z) porque es una recta horizontal, ni en
f3(z) porque 3 zifl

ysix>1

ysiz<lyz#0

w
=
G

Il
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Ejercicio 3 (2.5 puntos)

Se consideran las siguientes rectas:

» 7, la recta que pasa por el punto P(1,1,2) y tiene como vector director
u=1(0,1,2);

r+y—4=0

= s, la recta de ecuaciones implitas s =
r—224+2=0
» {, la recta paralela a s que contiene al punto P.

a) (0.75 puntos) Estudie la posicién relativa de r y s.
b) (0.75 puntos) Calcule el dangulo que forman las rectas r y t.

¢) (1 punto) Calcule la proyeccién ortogonal del punto P sobre la recta s.

(Madrid - Matematicas II - Modelo 2023 - Opcién B)

Solucién.
S(4,0,3
<7 7—.»>—.» = $:4_2)\
P(1,1,2) i gk
r=< - _ S5=19 - =qy =2\
d, =i=(0,1,2) dy=|1 1 0 |=(-22-1)
z2=3-A
100 =2
_[pra,1,2
= d, = (-2,2,-1)
a) CZanZ; = r y s se cortan en un plano o se cruzan en el espacio.
o 0o 1 2
{dr,ds,ﬁ}: -2 2 —-1]|=-9#0 = ry s secruzan en el espacio
3 -1 1
dodi|  j0+2-2
b) cosa = = i‘:| i |:0:> a =90°
di|-|di| V5V
P(1,1,2)
c)mls = =< L — 1=-20+2y—2+D=0
e =ds =(—2,2,—1)

LEm 94224 D=0 71=-20+2y—2+2=0

]Iz,:jmr } — 2. (4—-20)+2-20) = (3=N) +2=022L| PI(2,2,2)

8 Matemaéticas II - Examenes resueltos



Ejercicio 4 (2.5 puntos)

Tras reiteradas denuncias por venta de falsificaciones, la inspeccién aduanera decide
examinar sistematicamente las remesas de dos productos de una determinada marca
de lujo. Se encuentra que por término medio el 5% y el 2% de las muestras respectivas
resulta ser falso. Al abrir un contenedor se encuentra que el 30 % de las piezas son del
producto A y el resto, del producto B.

a) (0.75 puntos) Se toma una pieza al azar. ;jCual es la probabilidad de que resulte
falsa?

b) (0.5 puntos) Sabiendo que la pieza es falsa, ;jqué probabilidad existe de que sea
del primer tipo?

c¢) (1.25 puntos) Se controla un lote de 1000 piezas del tipo A. Se toma la variable
aleatoria "nimero de piezas falsas”. Calcule la probabilidad P(48 < X < 52)
aproximando la distribucion resultante mediante una normal.

(Madrid - Matematicas II - Modelo 2023 - Opcién B)

Solucion.

Sean los sucesos:

A = “La muestra del contenedor es del producto A”
B = “La muestra del contenedor es del producto B”

F = “El producto examinado es falso”

0.05 @ a) P(F)=P((ANF)U(BNF))
=P(ANF)+P(BNF)
0.3 0.95
/ = P(A)- P(F | A)+ P(B)- P(F | B)
= 0.3-0.05 + 0.7 - 0.02 = 0.029
0.02 P(ANF) P(A)-P(F|A)
- ) PATE) =—pq— = P(F)
0.3-0.05
= s = 051721

c) X = “N@ de piezas defectuosas del producto A” — X : B(1000, 0.05)

n1000>20}

X : B(1000,0.05) — { np =50 > 5 =Ty, N (np, /npq) = N (50,6.892)

ng = 950 > 5 Moivre
47.5 — 50 52.5 — 50
P48 <X <52)=PM475<Y <525)=P|——+—— <2< ———
(8 <X <52) <Y <525) (6.892__892>

( 6
P(—0.36 < Z < 0.36) = P(Z < 0.36) — P(Z < —0.36)
P(Z <0.36) = P(Z > 0.36) = P(Z < 0.36) — [1 - P(Z < 0.36)|

2P(Z <0.36) — 1 =2-6406 — 1 = 0.2812
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