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Junio 2016
OPCION A

Ejercicio 1 (3 puntos)

In(1-—2)
Dada la funcién f(x) = l—x
re ” six >0

six <0

a) (1 punto) Estudiar la continuidad de f(x) y calcular lim f(z).

b) (0.5 puntos) Calcular la recta tangente a la curva y = f(z), en x = 2.
1

¢) (1.5 puntos) Ca]cular/ f(z)dx

-1

(Madrid - Matematicas II - Junio 2016 - Opcién A)

Solucion.

In(1—
a) -Six<0,f(w):nl(x>
luego es continua en x < 0

» Siz >0, f(r) =ze ", que es continua en R, luego continua en x > 0.

m Siz=0
, ., Im(l—-2) 0
P e =i s =0
. xlg&f(x)zigr&xe =0

e f(0)=0-e"=0
Como lim f(x)= lim f(x) = f(0), la funcién f(z) es continua en z = 0.
z—0~ z—0t

Por lo tanto f(z) es continua V x € R.
1

In(1— In (1 o e
lm fo) = tim P2 g, MO +D) [OO} VHop o0 T _
T——00 z——o00 | — 2 z—+oo 14 00 z—+oo ]
2
b) :zo_2:>yo_f(g;0):f(g):g
1 4

, que es continua en {1 —z > 0} — {1} = {z < 1},

r=y—yo=m - (x— ) P(2,%:)
2 1
“as e )
1 4 1 0 1 2

c) /_11f<$)dx:/0 de"’/()lme_mdx@ 1 ’1112(1—1;) +_(1+$>-6_$L1)

-1 1—xz 25 -1

1 2
——-In*2-=+1
2 . e+
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| ——
u

In(1-— 1
@/ nl_ z) — ln(l—x)dx—§ In*(1—z)+C
v \w_./

ul

. Ju==zx = du =dx B
@/me dx_{dv:exd:p =0 = }_ +/

—e

=—ze*—e"+C=—-(1—-2x)-e"+C

Ejercicio 2 (3 puntos)

a) (1.5 puntos) Despeje X en la ecuacién matricial X-(CD) ™' = A+X-(D~'C~' - B

siendo A, B, C', D matrices cuadradas invertibles. Exprese X de la forma mas
simple posible.

2 0 -1 1 1 -1
b) (1.5 puntos) ParaA=| 1 0 1 |[,B=| —1 0 1 | determine la matriz
21 1 11 1

Y tal que YB = A.

(Madrid - Matematicas II - Junio 2016 - Opcién A)

Solucion.

2) X - (CD'=A+X. (D*lof1 - B)

D-1Cc-1
X tT=A+XPp-¢c"— XB
A-XB=0 — A=XB

AB'=XBB 1 =— | X = AB~!

1

b) YB=A = YBB '=AB! = Y = AB™!
N—_——

1 1 -1

-1 2 -1
B=|-10 1 — |B|=2 & AdiB=| -2 2 0
1 1 1 1 0 1
1 1 -1 =21 —lf —1 1/
B*1:§-AijT—2~ 2 2 0| = B'= 1 1 0
|B| -1 0 1 —1p 0 1/
2 0 —1 -1 -2 1 -1 -4 1 —1lfp —2 1j
1 1
Y@ Lo 1 gl 2 2 0)=g]-2-22|=| -1 -1 1
2 1 1 -1 0 1 -1 -2 3 —1/p —1 3p
A B-1

® Nota: Cuando necesitamos operar con la matriz inversa es mucho mejor hacerlo
antes de multiplicar todos los elementos de la matriz por 1/2.

o
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Ejercicio 3 (2 puntos)

los siguientes supuestos:

Dados los planos my = ax +y—2+1 =0y m =2+ ay + z — 2 = 0, determine,
en caso de que existan, el valor o posibles valores del parametro a, para cada uno de

a) (0.5 puntos) Que 7 y 7 sean paralelos.
b) (0.5 puntos) Que m, y 7o sean perpendiculares.

¢) (1 punto) Que la recta interseccién de m, y my sea perpendicular al plano x = y.

(Madrid - Matematicas II - Junio 2016 - Opcién A)

Solucion.

a) Para que ambos planos sean paralelos 7i,, || 7., ¥y ™ # T2

1

a —1 1
_—= — = — _— =
1 a 1 7'£—2

b) m Lmy = Mgy Lflgy, = Mgy  Mry=0 = a+a—-—1=0 = |a=1/2

a=-—1

=1 = {a:

&
—a=1=— a=-1

c) Sea 3 el tercero de los planos: m3 =2 —y =0 = 7., = (1,—1,0).
Hallamos el vector director de la recta r = 7, N1y,

-

i
dyr =Ty X iy = | @
1

rlmy = d, | e, =

J
1
a

(

k
-1 :(1‘1‘@,—@—1,@2—1):(a—{—l)-(l,_l,a_l)
1
a+1)-(1,-1,a—1)=X1,-1,0) = a+1=0 = a=—1

Perosia = —1 = m || m y por tanto no habria recta de interseccién entre ambos. Por
tanto no hay ningin valor a € R que cumpla las condiciones del enunciado.

Otra forma: Si la recta interseccion entre m; y me es perpendicular a w3 entonces
(nm X nﬁz) L 7, ? (nm X nm) Ty =0 ? [nm7n7r27 nﬂs] =0

a 1 |=2a42=0 = a=-1
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Ejercicio 4 (2 puntos)

Dado el punto P(2,1,—1), determine el punto simétrico de P respecto al plano
que pasa por los puntos A(0,2,—1), B(1,-3,0) y C(2,1,1).

(Madrid - Matematicas II - Junio 2016 - Opcién A)

Solucion.

a) El plano 7 que pasa por A, By C' sera:

A(0,2,-1) & T=AB=(1,-51) & 7=AC=(2,-1,2)
r y—2 z4+1
[HEB} AT = 95 49-(:41)=0=r=c—2-1=0
2> 1 2

» Hallamos la recta r L m que pasa por P.

=24+
P2,1,-1) e o
r=q - >r=qy=1 - |
dr:nw: (1707_]-) i
z=-—1=A P
s rNw— O / l /

(0]

24A—(—1-N)—1=0 = A\=-1 = O(1,1,0) LT :
P+ P LPI

P’(O,l,l)
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Junio 2016
OprcION B

Ejercicio 1 (3 puntos)

Dado el sistema de ecuaciones lineales:

3r+y+mz=1
rT—yY+2z2=-2
br+ (m+1y+2z=4

se pide
a) (2 puntos) Discutirlo segtin los valores del pardmetro m.
b) (0.5 puntos) Resolverlo en el caso m = 0.

c¢) (0.5 puntos) Resolverlo en el caso m =2 .

(Madrid - Matematicas II - Junio 2016 - Opcién B)

Solucion.
METODO DE ROUCHE

a) Escribimos el sistema en forma matricial:

3 1 m, 1
A/A =11 -1 22
5 m-+1 2:4

Hallamos el determinante de la matriz de coeficientes A.
Al=m*—4=0 = m=1{-2,2}
» Sim # {-2,2} |Al #0 = ran(A) = 3 = ran(A*) = n° incég. Houche ,
SISTEMA COMPATIBLE DETERMINADO (Solucién tnica).

3.1 2,1
s Sim=-2— A/A'=|1 -1 2 '-2
5 -1 21 4
3 1
|A] =0 = ran(A4) < 3y como 1 1 #0 = ran(A) =2
3 1 1
1 -1 -2 |=-28#0 = ran(4*) =3
5 —1 4
ran(A) = 2 # ran(A*) = 3 222, S1gTEMA INCOMPATIBLE (3 solucién)
3.1 2,1
R Sim=2 = A/A*=|1 -1 2' -2
5 3 21 4

|Al =0 = ran(A) < 3y como _11 ‘ #0 = ran(A) =2

3
1
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3 1 1
1 -1 =2 |=0 = ran(4*) =2
5 3 4
ran(A) = 2 = ran(A*) # n° incég. = 3 Houche . SisT. COMP. INDET. (00 sol.)

b) Resolvemos el sistema para m = 0 por el método de Gauss.

3 1 0,1 [ F, & F 1 -1 2,2
A/JAf =1 -1 2! =2 |~ ~[3 1 01 |~]| FR-3F
5 1 214 I 5 1 214 F3; —5F
1 -1 2 ,-2 1 -1 2 -2
~10 4 -6 7 |~ ~|0 4 -6 7
0 6 —8!14 2F; — 3F, 0o 0 217
S —T4+2-1=-2 = | z=-2
=4y—6-2="7 = | y="7
=22=17 = z:%

METODO DE GAUSS

a) Con los pardmetros estén lo mas a la derecha y abajo posible, resolvemos por Gauss.

3 1 m.1 F, < Fy 1 -1 2.,-=2
5 m+1 21 4 3 1 m ' 1
1 —1 2 =2
| 2 1 =2 e —9
~{ 0 m+6 -8 ! 14 = m? — :0;»{
0 0 m2—4:7m—14 m =2
1 -1 2 ,-=2
» Sim#{-2,2} = O m+6 -8, 14 | = SisT. CoMP. DETERMINADO
OO
2 0 =2
» Sim=-2= O m+6 —8, 14 | = SIST. INCOMPATIBLE
0 1 —28
1 —1 )
s Sim=2=]10 m-+6 —8 14 | = SisT. COMPATIBLE INDETERMINADO
0 0 0 ' 0

b) Sustituimos en el sistema escalonado obtenido en el apartado anterior el valor m = 0.

1 -1 2, -2\=2r-7T+2-1=-2 =
A/JA*=10 6 -8, 14 |=>6y—8-1=14 =
0 0 —4'-14)=-42=-14 =

o

—2

IS
|
SR N
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Ejercicio 2 (3 puntos)

Se consideran los puntos A(0,5,3), B(0,6,4), C(2,4,2) y D(2,3,1) y se pide

a) (1 punto) Comprobar que los cuatro puntos son coplanarios y que el poligono
ABCD es paralelogramo.

b) (1 punto) Calcular el area de dicho paralelogramo

¢) (1 punto) Determinar el lugar geométrico de los puntos P cuya proyeccion sobre
el plano ABCD es el punto medio del paralelogramo

(Madrid - Matematicas II - Junio 2016 - Opcién B)

Solucion.

a) Sean los vectores:
AB=(0,1,1) & AC =
0 1 1
[,@,A-dﬁ}: 2

—1 —1|=0 = los vectores A, B,C y D son coplanarios
2 =2 =2

2,-1,-1) & AD=(2,-2,-2)

Para demostrar que un cuadrilatero ABC D es paralelogramo tenemos dos opciones

= Que sus lados sean congruentes dos a dos = AB = DC AN AD = BC

= Que sus diagonales se corten en el punto medio. Por tanto vamos a hallar el
punto medio de cada una de las diagonales y comprobar si es el mismo

A+C B+ D
Mie=—5 = (L,%,%2) & Mpp=—7—

= = (1,9%,%)

Por lo tanto el cuadrilatero ABC'D es un paralelogramo

-

-

i 7k
b) Sapep = [ABx AD| =10 1 1 ||=[(02,-2)|=vE=2VZu?
-2 =2

) Nos piden r L 7 formado por los puntos A, B,C'y D que pasa por su centro

W_[ﬁﬁ@} xy 5 z—3

0 1 =0 = r1=y—2—2=0
2 —1 -1

r

Mz = (1,95,5)) )T
{ef - —01,-1) = ‘Z;:ﬁji
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Ejercicio 3 (2 puntos)

a) (1 punto) Determine el polinomio f(x), sabiendo que f"(x) = 12, para todo
xr € R y ademds verifica: f(1) =3; f'(1) =1; f"(1) = 4.

b) (1 punto) Determine el polinomio g(x), sabiendo que g”(x) = 6, para todo x € R
v que ademas verifica:

/Olg(m)dx:5, /OQg(x)dm:M

(Madrid - Matematicas II - Junio 2016 - Opcién B)

Solucion.

a) f”(m):/f’”(x)dx:/mdx:12x+0%02_8 — f(z) =127 —8

f’(x):/f”(x)dx:6x2—8x+0m%023 = f'(v) =62% — 8z +3

f(x) = /f’(x) dr = 22° —42* +32+C EIC LNy, N f(z) = 22% — 42* + 32 + 2

b) ¢"(z) =6 = ¢'(z) = /g”(m) dx = 6z + C

g(x) = /g'(x) dr =32+ Cor + K

1 C ! C
/g(a:)d:c:5:>x3+2x2+l(1} :1+§+K:5:>C’+2K:8
0 0
2

2 C
/g(x)dx:14:x3+2x2+Kx] =8+20+2K=14 = C+K =3
0 0

— ) =322 —-22+5
C+K=3 K=5 9()

{C+2K:8 {C:—Q
—
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Ejercicio 4 (2 puntos)

Estudie la continuidad y la derivabilidad en x =0 y en x = 1 de la funcion:

fz) =

0 six <0
|z -Inz| six>0

, donde In denota el logaritmo neperiano.

(Madrid - Matematicas II - Junio 2016 - Opcién B)

Solucion.

0 <0 0 siz <0
six
flz) = T = f(x)=<S —zrlnz si0<z<l1
|z -Inz| siz>0 .
rlnz siz>1
0 siz <0
flz)=X-1-Inz si0<az<l1

1+Inzx six>'1

a) = Continuidad en z =0

o lim f(:c):glclg(l)():()

z—0~
—Inz 00
° 1, = { — = . = i - | —
Jig ) = Jim (—rin) < [0-o0] = iy =7 = [
/ —1/y
PP iy = limz =0
z—0 —1/12 z—0
« F(0) =0
Como lim f(x) = lim f(x) = f(0) la funcién f(z) es continua en x = 0.
z—0~ xz—0+

» Continuidad en z =1
. xlg{l_ fz) = :lvlg}(—xlnx) =0
. xlgg f(z) = i%(xlnx) =0
e f(I)=1-In1=0
Como lir? flz) = lir{1+ f(z) = f(1) la funcién f(x) es continua en x = 1.
z—1— T—

s Derivabilidadenz =0 & =z =1

s Continuidad en . = 0 s Continuidad en z = 1
F(07)=0 f(z) no es F17)=—-1—-Inl=—1 f(z) no es
. derivable L derivable
fl0F)=1-In0=4c0 | o +—=0 ff1f)y=1+mnl=1 on r — 1

Por lo tanto la funcién f(z) es continua en R y derivable en R — {0,1}.
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