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Junio 2016 (coincidentes)
OPCION A

Ejercicio 1 (3 puntos)

Dadas las rectas r = { , se pide:

y=2-3z y=4z—-3

r=z-—1 =445z
yre=
a) (1.5 puntos) Estudiar su posicién relativa y hallar la distancia entre ellas.

b) (1.5 puntos) Hallar la recta que pasa por el origen de coordenadas y corta a r
v ars.

(Madrid - Matematicas II - Junio 2016 - Opcién A - Coincidentes)

Solucién.
o= x_2 —::)\ — R1<_17270) ro = x_ 2))'_+4)\ — R2(47 _370)
Y ~\d, = (1,-3.1) e N " =(5,4.1)
zZ=A z2=A
RiRy = (5,-5,0)
1 -3 1
a) {dm,dleRg} =5 4 1|=-55#0 = ryy rysecruzan
5 =5 0

Vol = Apase - H = d(71,7) = H =

Hd;pd;wﬁ_;” _

d(r1,72) = T
T1 X T2

95 5h)
= = u
|(=7,4,19)] /426

b) La recta s que pasa por O(0,0,0) y corta a r, y a ro:
e Si la recta s corta a r; y O € s, estard en un plano m; que contenga a O y a ;.
e Si la recta s corta a ro y O € s, estard en un plano my que contenga a O y a rs.

0(0,0,0) x Yy =z
m=su=d, =(1,-3,1) =1 -3 1|=0=m=2xr+y+2=0
= -1 2 0
7=O0R, = (~1,2,0)
007070 xXr Yy z
Ty = u=d,, =(54,1) =15 4 1| =0=>m=3r+4y—312=0
—
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De esta forma la recta s pedida sera la interseccion de ambos planos:

2r+y+2=0
3xr+4y —312=0

Ejercicio 2 (3 puntos)

-1 0 2 1 2 0
Dadas las matrices A = 0O a O |yB=|0 2 =2 |, sepide:
0 01 1 5 —1

a) (1 punto) Determinar los valores del parametro a, para que se verifique la igual-
dad A% = I, siendo I la matriz identidad de orden 3.

b) (1.5 puntos) Para a = 2, resolver la ecuacién matricial AXA™! = B.

¢) (0.5 puntos) Calcular el determinante de la matriz (2B)™"

(Madrid - Matematicas II - Junio 2016 - Opcién A - Coincidentes)

Solucién.
-1 0 2 -1 0 2 1 0 0 100 21
a) A2=1 0 a 0 0 a O0O|l=104dad0]|=[010]= a—_il
0 01 0 01 0 0 1 00 1 -
A2 I
b) AXA' =B = A'AXA'A=A"'BA = X =A"'BA
1 I
-1 0 2 2 0 0
A= 0 2 0| & |A=-2 & AdjA=| 0 -1 0
0 01 —4 0 -2
) 2 0 —4 -1 0 2
A‘lzj-AdeT:A‘lz—z 0 -1 0 | = A'=[ 0 120
4] 0 0 -2 0 0 1
L (2 0 4 12 0 -1 0 2 -1 16 0
X==5-10 -1 0 02 —2 0 20|=|0 2 -1
0 0 -2 15 —1 0 0 1 —1 10 1
A-1 B A
12 0
¢)|Bl=]0 2 —2|=4
15 —1
1 1 1 1 1

" 2B] 28-|B|] 8-|B] 8-4 32
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Ejercicio 3 (2 puntos)

Los estudiantes de un centro docente han organizado una rifa benéfica, con la
que pretenden recaudar fondos para una ONG. Han decidido sortear un ordenador
portatil, que les cuesta 600 euros. Quieren fijar el precio de la papeleta, de modo que
la recaudacién sea maxima. Saben que si el precio de cada una es 2 euros, venderian
5000 papeletas, pero que, por cada euro de incremento en dicho precio, venderan 500
papeletas menos. ;A qué precio deben vender la papeleta?

Si el tnico gasto que tienen es la compra del ordenador, ;jcuanto dinero podran donar
a la ONG?

(Madrid - Matematicas II - Junio 2016 - Opcién A - Coincidentes)

Solucion.

Sean x el precio de la papeleta y f(z) la recaudacién de la rifa. Hemos de encontrar
el beneficio maximo teniendo en cuenta:

= Kl coste del portatil que se rifard es de 600 euros.
» Si x = 2 se venderian 5000 papeletas.

= Por cada incremento de 1 euro en el precio se venden 500 papeletas menos. Luego
se reducird el nimero de papeletas vendidas en 500 - (z — 2).

Por tanto el ntimero de papeletas vendidas sera 5000 — 500 - (x — 2) = 6000 — 500x
Y la recaudacién f(x) serd el nimero de papeletas vendidas por el precio de cada papeleta:

f(z) = (6000 — 500z) - * = —5002 4 6000z
Para hallar el méximo de la funcién:

f(x) = =1000z 4+ 6000 =0 = = =6
F'(x) = —1000 => f"(6) = —1000 < 0 2 Méximo en z = 6

Luego la maxima recaudacion se obtendra vendiendo las entradas a un precio de 6 euros
y ascenderd a f(6) = 18000 euros.

Si descontamos el coste del ordenador rifado se podra donar a la ONG la cantidad de
18000 — 600 = 17400 euros.
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Ejercicio 4 (2 puntos)

2
Se consideran las funciones f(x) = 2+x—2%y g(z) = Y definida para x© # —1.
x
Se pide:

a) (1.5 puntos) Hallar el area del recinto del primer cuadrante limitado por las
curvas y = f(z) ey = g(x).

b) (0.5 puntos) Calcular l_i>r1_11 f(x)-g(z).

(Madrid - Matematicas II - Junio 2016 - Opcién A - Coincidentes)

Solucién.

2 B —23 + 32

a) h(x)Zf($)_g(x):2+x_x2_x—l—l x4+

rz=20

hz) =0 = —23+3z=z-(—2>4+3)=0 =
(x) x r=x-(—x ) {—x2—|—3:0:>x:i\/§

El area del primer cuadrante sera por tanto:

V3 3 V3o 2
Area:/ 2’ + 3z ©/ :U2~|—:c+2)d:z:+/ dx
o x+1 0 +1
3 a2 v3 3
:—3+2+2x—2-1n|x+1|] :—\/§+§+2\/§—2-1n’\/§+1’
0
~ 1,22 u?
® —22 +x+42
x—i—l)—x?’ + 3x
3+ 22
2% + 3z
R
2z
—2x—2
-2
) . 4422 -2 [0 . =2 (1) (- 2)
R "
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Junio 2016 (coincidentes)
OPCION B

Ejercicio 1 (3 puntos)

Dado el sistema de ecuaciones lineales:

ar —y+z2=0
r+y+az=0
ar+4y+2z=a

se pide:
a) (2 puntos) Discutirlo segiin los valores del parametro a.
b) (0.5 puntos) Resolverlo, si es posible, para a = 1.

c¢) (0.5 puntos) "Resolverlo, si es posible, para a = —1.

(Madrid - Matemaéticas II - Junio 2016 - Opcién B - Coincidentes)

Solucion.
METODO DE ROUCHE

a) Escribimos el sistema en forma matricial:

a —1 1,0
A/JA*=11 1 a,0
a 4 2:a

Hallamos el determinante de la matriz de coeficientes A.
Al = —5a*+a+6=—(a+1) - (5a—6)=0 = a={-1,65}

s Sia#{—1,65} JA| £0 = ran(4) = 3 = ran(A*) = n° incég. 22l

SISTEMA COMPATIBLE DETERMINADO (Solucién tnica).

-1 -1 1.0
s Sia=-1 = A/A"=| 1 1 —-1'0
1 4 2 1-1
|A|=0 = ran(A) < 3 y como 411 _21‘7&0:>ran(14):2
-1 1 0
1 -1 0 |=0 = ran(4*) =2
4 2 -1

.y Rouch
ran(A) = 2 = ran(A*) # n° incég. = 3 ==== SISTEMA COMPATIBLE INDE-

TERMINADO (Infinitas soluciones)

65 —1 1,0
s Sia=65 = A/A*=| 1 1 65'0
65 4 216/

1 6/

|Al =0 = ran(A) < 3y como #0 = ran(A4) =2

4 2
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-1 1 0 66

1 65 0 |=——#0 = ran(4*) =3

4 2 6 25

Rouche

ran(A) = 2 # ran(A*) = 3 =——= S1ST. INCOMPATIBLE (No tiene solucién)

b) Resolvemos el sistema para a = 1 por el método de Gauss. Como estamos ante un
S.C.D. también podriamos haber optado por el método de Cramer, con la ventaja
de conocer que |A| = —5a® +a +6 =2

1 -1 1.0 1 -1 1.0
1 4 211 F—F 0 5 1'1
1 =1 1.0\ =z+A=1=> =| z=-1
~ ~[0 2 0,0 |=2z-0+1=0 =| y=
2F; — 5F, 0 0 2'2) =42=2 = z=1
¢) Resolvemos el sistema para a = —1 por el método de Gauss. Como estamos ante

un S.C.I. solamente es necesario resolver el sistema formado por las ecuaciones
correspondientes al menor de orden 2 distinto de cero obtenido en la discusion.

1 1 —-1,0

A/A:<—1 4 2 -1

S+ =2 A=

5
=5y+A=-1

=z=)\

11 -1, 0
F+ F 05 1'-1

o — 146

=
= y:%”\,)\ER
= | z=A

METODO DE GAUSS

a) Escribimos el sistema en forma matricial, hacemos que los pardmetros estén lo mas
a la derecha y abajo posible y aplicamos el método de Gauss.

a -1 1.0 -1 1 a0
A/A*: 1 1 a:O ~ Cl<—>03 ~ 1 a 1:0 ~ F,+ Fy
a 4 2!(1 Ci + Oy 4 2 afa Fs+4F;
-1 1 a 10 [
~| 0 a+1 at+1'0 | %!
0 6 Sa 'a | (a+1)- F3—6F,
-1 1 a | 0 (a+1)-(5a—6)=0
~ 0 a+1 a+1 : 0 = . a=—1
0 0 (a+1)-(5a—6)"a-(a+1) a="6/s
-1 1 a0
» Sia#{-1,65}=1] 0 O O,0 | = SiST. COMPATIBLE DETERMINADO
0 0 o'o
-1 1 -1, 0
» Sia=-1=| 0 0 0, 0 | = SisT. COMPATIBLE INDETERMINADO
0 6 —=51-1
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—1 1 6,0
» Sia=65=| 0 15 0 0 |= SIST. INCOMPATIBLE
0 0 00

b) Sustituimos en el sistema escalonado obtenido en el apartado anterior el valor a = 1.
Hay que tener en cuenta que como hemos cambiado las columnas C} <> C3 y
C1 < (5, las incégnitas han quedado intercambiadas de igual manera, luego las
columnas corresponden a las incégnitas vy, z, x.

11 1,0\ =-y+1-1=0 =|y=0
A/A =1 0 2 2 0| =2242-(-1)=0 =| z=1
0 0 =212 ) = -2x=2 = | z=-1
¢) Sustituimos el valor a = —1 en el sistema obtenido antes de la tltima operacién de

filas (s6lo vélida si a # —1). Hay que tener en cuenta que como hemos cambiado las
columnas C +» C5 y C7 < (%, las incégnitas han quedado intercambiadas de igual
manera, luego las columnas corresponden a las incognitas vy, z, x.

_ _ , — — L6A _
* 11 -1,0 11 10 \ T TYTA- =0
AJA* = 0 0 0,0 ~1l 0 6 —51 -1 = 6\ —Hr = —1
0 6 —5'—1 -
= yzflg)\
=] z=A AER
oo b
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Ejercicio 2 (3 puntos)

2r—1 ] 2
Dada la funcién f(x) = Qx_4+ X , I x #

0 , 81 =2

, se pide:

a) (1 punto) Hallar las asintotas de la curva y = f(x).

b) (1 punto) Determinar los posibles extremos relativos y puntos de inflexién de

y = f(x).
c¢) (1 punto) Calcular /_11 f(z) dz.

(Madrid - Matematicas II - Junio 2016 - Opcién B - Coincidentes)

Solucion. Reescribimos la funcién:

a)

472 — 10z + 13

fl@)=9 2-(z-2)
0 , 81l =2

,siaw# 2

» A. Vertical Buscamos las A. Verticales entre las raices del denominador.

) 9
. 42?2 — 10413 |9 Jim f(z) = [0—} -
" g M N 9
Jig 5@) = [g7] = o0
422 — 1 1
= A. Horizontal y= lim % O + 13 = [OO} =400 =# AH
r—+00 20 — 4 o
= A. Oblicua Serad una recta de la forma: y = mx +n
. fl(z) o 4z — 10z + 13 00
m= lim ——= = lim :}:2
r—too z—+o00 21:2 — 4z (0. 9]
, ) 42% — 102 + 13
o = i (1) = ma) i (o)
. 4a? —10x + 13 — 4x% + 8z —2x 4+ 13 00
= lim = lim — = [} =-1
T—F00 2¢ — 4 z—too 2 —4 (0,9)

Luego hay una asintota oblicua en y = 2x — 1

b) Hallamos los puntos singulares

f'(x) =

(8x —10)-2- (z —2) — (42® — 10z +13) -2 162% — 52z + 40 — 82 + 20z — 26

4-(z—2)° 4-(x—2)°
_8x2—32x+14_2-(4$2—16a:+7)_4x2—16:c—|—7_0 =1/
4@ -27 2@-2 2-(@-2% x =7
(=00, 1) | (V2,72) | (7/2,+00)
Signo f'(z) - + i}
Decreciente | Creciente | Decreciente
f(z)
e /! N\

Matemaéticas II - Examenes resueltos




Luego la funcién f(x) es creciente en (1/2,7/2) y decreciente en (—oo,1/2) U (7/2,+00)
y tiene un minimo relativo en (12, —3) y un mdzimo relativo en (7/2,9).

(82 —16) -2 (z —2) — (422 — 162+ 7) - 4 - (z—27

f(x) = 4 (x—2)
_ M6T7 —GAT+ 64— 1677 +64F—28 360 9 3 PI
= T2y TH@-2p @-2p 0P
(—00,2) | (2,400)
Signo f"(z) - +
Coéncava | Convexa
LT I

-3 in 1 (T/2,902)

-

[52]
ey

\
\

4 8
Max - (1/2, —3)

Para el calculo de la integral utilizaremos la funcién tal y como nos la dieron en el
enunciado, ya que de esta forma es mas sencilla su integracién.

1 d 1 ) 20 —1)d i d 1 d
/_1f(x) g /—1(23:—4+ g > v /—121’—4 x+/_1(x Jdo
2 , 19 , 1t
—9-5[12x_4dx+x —$]71—§-1n|2m—4|+x —x]_l

/
—(-ln]—QH—l—l —(-1n]—6]—|—1+1>—-(ln2—ln6)—2
9 2 9 1 9
o= - —2=—".1n3-2~ 694
26 2 "3 p

@)
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Ejercicio 3 (2 puntos)

Dados el planom = x—y+2z+3 = 0, el punto A(1,1,3) y larectar = x = y—2 = 2

se pide.
a) (1 punto) Hallar la distancia del punto A a la recta r.

b) (1 punto) Hallar la proyeccién del punto A sobre el plano 7.

(Madrid - Matemaéticas II - Junio 2016 - Opcién B - Coincidentes)

Solucion.

R(0,2,0

r= | #(0:2.0) & A(1,1,3) & RA=(1,-1,3)
d, = (1,1,2)

11 -1 3|
— o
RA x d. 11 2 5,12 30
W dary - FAXE] sl va

d V1i+1+4 V6 V6

b) Hallaremos una recta s L m, que pase por el punto A. La proyeccion A’ =sN

r=1+4+A
A(1,1,3)
S=19 - = s=qy=1-—\
ds =7, = (1,-1,2)
z =342\

Sea A'(14+ A\, 1 — A, 34 2)\) el punto de interseccién s N7

=3/ 1
I4+X)—(1=N+2-(B+20)+3=0 = 946 =0 L A’(— ;0)
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Ejercicio 4 (2 puntos)

Dada una recta r cuyo vector director es U = (a, b, c), con a, b, ¢ > 0, se pide:

a) (1.5 puntos) Si r forma un dngulo de T con el eje OX y de % con el eje OY,

determinar el angulo que forma la recta con el eje OZ.

b) (0.5 puntos) Si ¥ = (1,5, 3), hallar la ecuacién del plano perpendicular a la recta

y que contiene al punto A(3,0,1).

(Madrid - Matematicas II - Junio 2016 - Opcién B - Coincidentes)

Solucion.

a) Sean los vectores directores de los ejes:

dox = (1,0,0) &  doy =(0,1,0) &  doy =(0,0,1)

y sea d, = (a,b, c) que suponemos unitario =— dl=1
cos (r, OX) = cos (W> = 5 ﬁX’ = o] — =g
3 d| - |dox| 1:V1 2
. d,. - dq b 5
cos (r, OY) = cos (W> = = fy) = i — £ —b
4 d,| - \doy\ 1-v1 2

1 1 3
=1l = v+ +ct=1 = *+*+62=>i+02:1:>c:§

d; 4 2

luego el vector director de r serd d: = (%, g, %)
— OZ; : Cfoz’ || 1 — s
cos(r,OZ) = J; "Joz’ = VI =3 — (r,OZ) =3

Otra forma de resolver el ejercicio supone saber que si «, 3, v son los angulos que
forma un vector con los ejes coordenados se cumple que:

cos® a4 cos® B+ cos’y =1

1 V2\?

2
cong—ircosQZ%—cost:l — <2> +<2> +cos?y =1

o = L W
-+ = +cos®y = cosy = — =—
479 7 773 T3

b) Hallamos el plano 7 perpendicular a la recta cuyo vector director es @ = (1,5,3) y

que pasa por el punto A(3,0,1).

™

A(3,0,1 r
_,( Tl ) :I+5y+3Z+D=0AéD:—6:7r5x+5y+3z—6:0
i, =0 =(1,5,3)
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