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Modelo 2015
OPCION A

Ejercicio 1 (3 puntos)

Dadas las matrices

-2 4 2 -2 T 0
A= -1 m m & B= 0 & X=|y & O=1|0
-1 2 1 —1 z 0

se pide:
a) (1 punto) Estudiar el rango de A segun los valores de m.
b) (0.5 puntos) Calcular el determinante de la matriz A%.
c¢) (0.75 puntos) Para m = —2, resolver el sistema AX = O.

d) (0.75 puntos) Para m = 0, resolver el sistema AX = B.

(Madrid - Matematicas II - Modelo 2015 - Opcién A)

Solucién.
-2 4 2 -1 2 1
a) ran| —1 m m :[?:?rilzran -2 4 2 |=| F-2K
-1 2 1 2 -1 m m Fs— Fy
-1 2 1
=ran| 0 0 0 ,sim—2=0 = m—1#0=ran(4)=2VmeR
0 m—2 m-1
b) |[A2| = [A[® =02 =0
c) Para m = —2 escribimos el sistema en forma matricial. Como el sistema es ho-

mogéneo y ran(A) = 2, estamos ante un S.C.I. por lo que solo es necesario resolver
las ecuaciones correspondientes al menor de orden 2 distinto de cero:

. (-2 4 2,0 -2 4 2,0
A/A_<—1 —2 —2:0) [2F2—F1] <0 —8 —6:0)

= 20 +4- (-2)+22=0 = | z=-3p
= —8y—6A=0 =| y=-3%a AeR

d) Para m = 0 estamos en el mismo caso de un S.C.1I.

9 4 9 _9 = —2-0+4y+22=-2 = T =
AJA* = ' = —x=0 = | y=-1-22 ) eR
-1 0 0" 0
' :}Z:A = Z:)\
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Ejercicio 2 (3 puntos)

24 3
Dada la funcién f(x) = x2x1+7 se pide:
x j—

a) (0.5 puntos) Hallar el dominio de f(x).

b) (1 punto) Hallar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x).

¢) (1.5 puntos) El drea del recinto limitado por la grifica de la funcion, el eje de
abscisas y las rectas x = +1/2

(Madrid - Matematicas II - Modelo 2015 - Opcién A)

Solucién.
a) 12 —1=0 = z=+1 = Dom(f)=R - {-1,1}
(20 —4) (22 —1)— (2> —4x + 3) - 20 4

b) f'(z) = @2 1) = @217 > 0 = la funcién

f(z) es creciente en todo su dominio.

c) flx) =0 = 22—42+3=0 = =z = {1,3}, que entre las rectas z = +1/2
determina un tnico recinto de integracion A = (—1/2,1/2)

1/2 o 2 _ Y 1/2 . —
= f(x)dx:/ x:v+3d$:/ Ty (@-3)
~i/2 —p @ —1 —a fz—T7) - (z +1)

1/ -3 1/ o Y 1/ 1/ 1

= ‘ dx@ dx—i—/ dr = da:—4-/ dx
—1x+1 —1/2 —1p x4+ 1 —1/2 —1x+1
——

,
u /u

» 1 1 1 1
:x—4-1n(ac—|—1)]_/1/2:(2—4~1n;>—(—2—4-1n2>=1+4-ln3/2

1
:1—|—4-1n§:1—4-ln3:1—1n34=1—1n81:—3.394
Area = |A| = In81 — 1~ 3.394 u?

® 1
w+1) r—3
—z—1
—4
22— 4z N
/ |7 =
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Ejercicio 3 (2 puntos)

r=14+2\
Dadas las rectas: r = ¢y = A
z2=A

b) (1 punto) Hallar Ia ecuacion de la
v que pasa por el punto (0,0,0).

(Madrid - Matemaéticas

r+y=1
y==z

&

|

a) (1 punto) Estudiar la posicion relativa entre ellas. Determinar, en su caso, la
interseccion entre ambas y el angulo que forman sus vectores directores.

recta perpendicular a las direcciones de r y s,

II - Modelo 2015 - Opcién A)

Solucién.
=1+4+2X
. R(1,0,0)
a) r=qy=A = r=9 -
d,=(2,1,1)
z=A
S(1,0,0)
- - I_l_,u
r+y=1 tJ k
S = = S = = s = = U
y=z =111 0 |=(-1,1,1)
Z=p
0 1 =1
2 1 1 R
T%I—I d, }fds = ry s se cortan o se cruzan.
2 11
{dr,ds,}ﬁ}— —1 1 1 |=0 = ry ssecortan en un punto.
0 00
1422 =1-pu=>14+2u=1-p=>p=0=X
P=rnNs = {A=yu = P(1,0,0)
A=
d-dy| |—24141
CoOS = 75— :’ o |:0:>a:90°
d,| - |d, V63
o i J ok
b)tlrys = dy=d,xds=| 2 1 1|=(0,-3,3)~(0,-1,1)
-1 11
P(0,0,0) r=0
=)\ — t=qy=-\ ,AeR
d; = (0,—1,1)
z2=A
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Ejercicio 4 (2 puntos)

Dados los puntos Pi(1,—1,2), P»(2,-3,0) v P5(3,1,2), se pide:
a) (0.5 puntos) Determinar la ecuacién del plano w que contiene los tres puntos.

b) (0.5 puntos) Determinar la ecuacién de la recta r que pasa por P, y es perpen-
dicular a .

c¢) (1 punto) Hallar la ecuacién de las dos superficies esféricas de radio /17 que son
tangentes al plano w en el punto P;.

(Madrid - Matematicas II - Modelo 2015 - Opcién A)

Solucion.
Pi(1,-1,2) Pi(1,-1,2)
. —
a) ™= P2<2,—3,0) — T = U:P1P2:(1,—2,—2)
—
P3(3,1,2) =P P;=(220) =~ (1,1,0)
i 7k
=11 -2 =2 |=(2,-2,3) = 7=2r—2y+32+D=0
1 1 0
D=0 =927 —2y+32—10=0
=1+2X
Pl(lv_lvz) ! N
b) r=< "7 = r=<{y=—1-2X\
d, =i, =(2,-2,3)
z=24+ 3\

c¢) Los centros C de las esferas seran dos puntos de la recta r = C'(1—2X, —1—-2X,24+3))
que se encuentren a una distancia v/17 del plano 7 ().

2 (1420 —2- (=1 —2\) +3-(24+3)\) —10] [17)|
d(C, ) = _ — V17
(C,m) JIt419 V17 VIT
1A= 17 = A= -1 = Cy(—1,1,-1)
1TA=17 = A=1 — (5(3,-3,5)

7\ =17 = {

Con lo que las ecuaciones de las esferas seran:

—
® Nota: también podriamos haber hecho d(C, P;) = ‘C’Pl‘ =17

o

4 Mateméaticas II - Exdmenes resueltos




Modelo 2015
OPCION B

Ejercicio 1 (3 puntos)

Dados el punto P(1,2,—1) y las rectas:

r+y—z=4 xr=
r= & s =
T—y—3z=-2 y=-3
a) (1 punto) Calcular la minima distancia entre r y s.

b) (1 punto) Determinar el punto P’ simétrico de P respecto de r.

¢) (1 punto) Determinar los puntos de la recta r que equidistan de los planos XY

eYZ.
(Madrid - Matematicas II - Modelo 2015 - Opcién B)
Solucioén.
R(1,3,0)
o :4 - % ¢
a) r= Y-z =7r= Logk
r—y—3z=—-2 d.=11 1 —-1|=(-4,2,-2)~(-2,1,-1)
1 -1 =3
S(2,-3,0)
x = ik
S = — Ss={ -
y=—3 d,=12 0 0]|=(00-6)~/(0,01)
2 =30
RS = (1,-6,0)
o -2 1 -1
{dr,ds,ﬁ}: 0 0 1 |=-11#40 = ry s secruzan
1 -6 0
d(rs)—’{:’@7ﬁ]‘— TS | RS C RSV V3
’ I % d, ik ((1,2,0 V5 5
-2 1 -1
0 0 1
P(1,2, -1 -
b) ™= ﬁ(’L ) D=l r= 2% 4+y—2-1=0
iy =d, =(-2,1,—1)
Ocr = O(1—=2)\3+\ -\ i
O =rnr = —2-(1-2)\)+(3+\)—(=\)—1 =0 P

2=% 0(1,3,0) / l /
(0]
P+ P .
O:MW:L:>PII2O—P W 1

2
P'=2-(1,3,0)— (1,2,-1) = P'(1,4,1) ,‘LP.
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c) Sea Q(1—2X,34+ X, =) el punto de la recta r buscado y sean los planos XY =2z =0
eYZ=x2=0.
[=Al_ [1—2)]
Vi1
. {—/\:1—2>\ — A=1 = Q(—1,4,-1)
“A=—-142\ = A=13 = Q'(1/3,10/3,-1/3)

dQ,XY) =d(Q,YZ) =

= |-\ =|1-2)]

Ejercicio 2 (3 puntos)

Hallar:

V1+senz —+/1—senx
" .

a) (1 punto) lim

b) (1 punto) /(3x +5)-cosxdx.

¢) (1 punto) Los intervalos de crecimiento y decrecimiento y los extremos relativos

de la funcion 3
er — e

fz) =

T

(Madrid - Matematicas II - Modelo 2015 - Opcién B)

Solucion.
cos T —cosx
a) Tim V1+senz —+/1—senz 0] L'Hoo 1o 2v/1+senz 2y/1—senzx
z—0 €T 0 z—0 1
1 1
= 4-=1
2 2

dv=cosxdr = v=-senx

b) /(3x+5)'cosxdx:{ }:(3x+5)-senx
—/3~senxdx: (3x +5) -senz + 3cosx + C.

ex—e* (e—e")-x—(ex—e*) (1—x)-€"

) fila) = - R T
Signo f'(z) -+ + -
Creciente | Creciente | Decreciente
f(x)
a S N\

La funcion f(x) es creciente en el intervalo (—oo,0)U (0, 1) y decreciente en (1, +00)
y tiene un mdzimo relativo en (1,0).
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Ejercicio 3 (2 puntos)

a) (1.5 puntos) Hallar X e Y, matrices 2 x 2, tales que

(3= (2] e e (D)= (09

b) (0.5 puntos) Hallar Z, matriz invertible 2 x 2, tal que

, (30 L (13
Z<o3 Z7=11

(Madrid - Matematicas II - Modelo 2015 - Opcién B)

Solucion.

a) Resolvemos el sistema de ecuaciones matriciales:
3 —1 2 1
. ( 2 —1>_Y:<1 —2)
1
X4 0 v = 1 3
11 01
-1
2 -1 1 -2 11 1 -2 2 0
:>Y_<—1 1) ’(1 2)“(1 2)’(1 2>;$Y_<32
2 1 3 -1 20 -1 3
X‘<1 3)‘(0 2)'(3 2>:>X—<—5 —1>
3 -2
6 4

b) ZQ-<3 g)-Z1:Z2-3I-Z1:3-Z-Z-Z‘1:3-Z:<1 3)

— 12

(1) e ()

https://aprendeconmigomelon.com


https://aprendeconmigomelon.com

Ejercicio 4 (2 puntos)

Dado el sistema de ecuaciones lineales:

mx+1y =0
z+my =20
mx +my =0

se pide:
a) (1.5 puntos) Discutirlo segiin los valores de m.

b) (0.5 puntos) Resolverlo cuando sea compatible indeterminado.

(Madrid - Matematicas II - Modelo 2015 - Opcién B)

Solucion. METODO DE RoucHE

a) Escribimos el sistema en forma matricial:
m 110
A/A*=11 m,0
m m.' 0

Hallamos el determinante de la matriz de coeficientes A.

m 1| - oy
1 m'—m 1=0 = m={-1,1}
. m 1 % o+ s Rouche
» Sim # {-1,1} 1 m # 0 = ran(A) = 2 = ran(A*) = n? incég. —=
SisT. CoMP. DETERMINADO (Solucién ﬁnica)% r=0 & y=0
omogeneo
-1 1.0
s Sim=-1 = A/A*=[ 1 -1'0
—1 -1
1 -1 % o+ s Rouche
11 #0 = ran(A) = 2 = ran(A*) = n? inc6g. ——= SIST. COMP.
DETERMINADO (Solucién ﬁnica)% r=0 & y=0
omogeneo
1 1.0
s Sim=1 = A/A*=[11'0
1 1

ran(A) = 1 = ran(A*) # n® incég. = 2 Houche . S1sTEMA COMPATIBLE INDE-

TERMINADO (Infinitas soluciones)

b) Resolvemos el sistema para m = 1 por el método de Gauss. Como estamos ante
un S.C.I. solamente es necesario resolver el sistema formado por las ecuaciones
correspondientes al menor de orden 2 distinto de cero obtenido en la discusion.

=c+A=0 =| z=-A

=y=A = y=A AER

AJA = (1 170)
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