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Julio 2022 (coincidentes)
OPCION A

b 0 -1 0 0
a 0 | yB= 0 —1 0 |[. Sepide:
0 a 0 0 =2

a) (0.5 puntos) Para b = a?, determinar los valores de a para que la matriz A tenga
inversa.

Ejercicio 1 (2.5 puntos)

o o2

Sean las matrices A = (

b) (1 punto) Parab=4y a = —2, calcular A=' - (B +2A) — (A~ + B") - B.

¢) (1 punto) Para b = 1, discutir el rango de la matriz A + B en funcién del
parametro a.

(Madrid - Matematicas II - Julio 2022 - Opcién A- Coincidentes)

Solucién.

b=a?
a) |[Al =a-(a*-1?) == = |A|=a-(i®*—a')=a* (1-a®) =0 = a={-1,0,1}
— JA ' VaeR-{-1,0,1}

b) A7V (B+2A)— (A" +B") - B=A"B+2A'A-A*B-B'B=2I-B"B
——
21

2.0 0 -1 0 0 -1 0 0
=1020(|-f 0 -1 0 |- 0O -1 0

0 0 2 0 0 -2 0O 0 -2

2 00 1 00 10 0
=1020|-101O0}=(01 0

0 0 2 0 0 4 00 =2

c) Para b =1 tenemos que

a 1 0 -1 0 0 a—1 1 0
A4+B=|1a 0 |+ 0 -1 0 = 1 a-1 0
0 0 a 0 0 =2 0 0 a—2

[A+ Bl = (a—2)-[(a—1)>~1] = (a=2)-(a®—2a+1-1) = a-(a—2)* = 0 = a = {0,2}
» Sia#{0,2} = |[A+B|#0 = ran(A+ B) =3

-1 1 0
" Sia=0 = A+ B= 1 -1 0

0O 0 =2

|A+ B| =0=ran(A+ B) < 3, y como, 0

-1 _02 ‘7&0 = ran(A+B) =2

1 1
00

o O O

) = ran(A+ B) =1
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Ejercicio 2 (2.5 puntos)

Sea la funcién f(x) = x3 + cos (7z). Se pide:

a) (1.25 puntos) Calcular la recta tangente a la grafica de f(x) en x = 1 y probar,
utilizando el Teorema de Bolzano, que dicha recta tangente corta a la grafica de
f(z) en algin punto entre x = =3 y x = —2.

b) (1.25 puntos) Calcular /[Ef({E) dzx.

(Madrid - Matematicas II - Julio 2022 - Opcién A- Coincidentes)

Solucién.
a) Hallamos la recta tangente a la grafica de f(x) en z = 1.

| : 12] f(x) = 2® + cos(nmz) [ #

To=1 = yo=flzo) = f1) =0 o

= (%0, %) = (1,0) i

f/(x) = 32" — 7 -sen7w !
my = f'(xo) = f'(1) =3

=y —yo=mu(r — 20)
y—0=3-(z—1)

r=y=3r—3

-\
/(1’0) 2

Llamamos g(z) = 3z — 3 a la recta y:
h(z) = f(z) — g(x) = 23 + cos (7x) — (32 — 3)

= 2 — 3z + 3 + cos (1x)

h(z) continua en [—3, —2] dee (—=3,-2) | h(c) =0 = f(c) —g(c)=0
h(—=3)=—-16 <0 % f(c) = g(c), luego la funcién f(x) y la recta
h(=2)=2>0 e g(x) se cortan en un punto ¢ € (=3, —2)

b) /xf(x)d:z::/x- (w3+cos(wx))da::/.7:4+:1:-cos(7rx)d:1:
> 1

:/x4dx+/x-cos(7ra:)dx = %—I——Q- {ﬂx-sen(wx)—i—cos(ﬁx)} +C

S @

Il IQ
25
®11:/‘T4d1':€+0
2 © - cos (me) d dv = cos (mx)dxr = v = —sen(7zx) Wsen(ﬂx)
T

1 T 1 1
—/—sen (mx) dr = —sen (7x) + —; cos (1) = —; - {m; -sen (mx) + cos (Wx)} +C

s T s T
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Ejercicio 3 (2.5 puntos)

Un tetraedro tiene por vértices los puntos 0(0.0,0), A(1,0,0), B(0,2,0) y C(0,0, 3).

a) (0.75 puntos) Calcule el drea de la cara dada por el triangulo de vértices A, B y
C.

b) (0.75 puntos) Calcule el volumen del tetraedro.

¢) (1 punto) Calcule una ecuacién del plano ™ que pasa por los puntos A, B y C.
Determine el punto simétrico respecto de m del punto O.

(Madrid - Matematicas II - Julio 2022 - Opcién A- Coincidentes)

Solucion.

AB =(-1,2,0) & AC =(-1,0,3)

Y L[ iT ok 6,3,2)) V361914
a) Area a —7-’A XAE%’Z*~| -1 20 |:|(’ ’ >|: Tt = 3.5 u?
ABC 2 2 2
-1 0 3
100
1 1
b) Voloapc = = - HOAOﬁOBH .00 20 \_@_uﬁ
6 6 6
0.0 3
A(1,0,0) A(1,0,0) r—1 vy =z
¢) T={B(0,2,0) =r={d=AB=(-1,200 =r=| -1 2 0|=0
C(0,0,3) 7=AC = (-1,0,3) -1 03

6(r—1)4+3y+22=0 = n=62+3y+22—6=0

= 6¢
0(0,0,0) ! r
"Td=d =632 )Y
T ™ » 9y 5 — 9t (o)
Sea P(6t,3t,2t) un punto de r tal que P =r N
t="6/19 lp
6-6t+3-3t+2-2t—6=0—== P(3, 15 12) . :
0+0 '
P=Msy="t" — 0'=2P -0 4}
2 O'
0 =2($.5.2) - 0.0.0) > 0%, 5.2)
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Ejercicio 4 (2.5 puntos)

El 60% de los habitantes de una ciudad utiliza para trabajar un moévil, el 30 %
utiliza un ordenador portatil y el 25 % no usa ninguno de los dos dispositivos.

a) (0.5 puntos) Calcule la probabilidad de que un individuo elegido al azar utilice
ambos dispositivos para trabajar.

b) (0.5 puntos) En esa ciudad, jes independiente el uso del mévil y del ordenador
portatil para trabajar?

c¢) (0.5 puntos) Calcule la probabilidad de que un individuo elegido al azar utilice
exclusivamente el ordenador portatil para trabajar.

d) (1 punto) Si elegimos al azar 10 individuos, calcule la probabilidad de que exac-
tamente 8 de ellos utilicen para trajar un movil.

(Madrid - Matematicas II - Julio 2021 - Opcién A- Coincidentes)

Solucién.

Sean los sucesos:

M = “El individuo trabaja con el movil”

O = “El individuo trabaja con el ordenador”

Del enunciado tenemos:

P(M)=06 & P0O)=03 & POMNO)=025

a) PMNO)=P(MUO)=1-P(MUO)=025 = P(MUO)=0.75
P(MNO)=PM ) P(O) = P(MUO)=0.6+0.3—0.75 = 0.15

b) = P(MNO)=0.15

M y O no son independientes

c) PIMNO)=P(O)—-P(MNO)=0.3-0.15=0.15
d) X = “N? de personas que trabajan con el mévil” = X : (10, 0.6)

P(X =8) = (10

8) -0.6%-0.4%2 = 0.1209
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Septiembre 2022 (coincidentes)
OPCION B

Ejercicio 1 (2.5 puntos)

Los precios de las entradas para un musical son 8 euros para los asistentes menores
de 18 anos, 25 euros para los adultos de menos de 60 anos, y 10 euros para aquellos
de al menos 60 anos. Tras el concierto, se sabe que se han vendido tantas entradas de
25 euros como de las otras dos categorias juntas; y también que ha habido 9 asistentes
menores de edad por cada uno de aquellos de al menos 60 anos. Si la recaudacion final
fue de 8300 euros, calcule el nimero de asistentes de cada rango de edad.

(Madrid - Matematicas II - Julio 2022 - Opcién B- Coincidentes)

Solucion.

Sean las incégnitas:

z = “N° de asistentes de menos de 18 anos”
y = “N? de adultos de menos de 60 anos”

z = “N° de adultos mayores de 60 anos”

Del enunciado tenemos:

y=x+ =z r—y+z2=0
r =9z = (rx—-92=0
8z + 25y + 10z = 8300 8z + 25y + 102 = 8300
1 =1 1., 0 1 -1 1 ., 0
1 0 -9 0 ~| Bs—F |~ 0 1 —10! 0 ~
8 25 10 18300 Fy — 8F, 0 33 2 18300 Fy — 33F,
1 =1 1 . 0 =1r—2504+25=0 = | =225
~l0 1 —10! 0 =y—10-25=0 = y=250
0 0 33218300,/ = 332z =8300 =| 2=25
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Ejercicio 2 (2.5 puntos)

Sea f(x) = ze® — e”.
a) (0.5 puntos) Estudie su continuidad y derivabilidad en R.

b) (1 punto) Determine los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de f(x) y
clasifique sus extremos relativos.

¢) (1 punto) Sea g(x) = —e*. Calcule el drea del recinto acotado que estd limitado
por las graficas de las funciones f(x) y g(z) en el intervalo [0, 1].

(Madrid - Matematicas II - Julio 2022 - Opcién B- Coincidentes)

Solucién.
a) f(x) =xe® —e* = (x—1)-€" y Dom(f) = R, luego f(z) es continua en R
fllx)=€e"+(x—1)-e*=x-e" y Dom(f') = R, luego f(z) es derivable en R.

z=0

b) fla)=z-e"=0 = {em:()ﬂ Sol.

(_007 0) (07 +OO)
Signo f'(z) - +
Decreciente | Creciente

La funcion f(z) es decreciente en (—00,0) y creciente en (0, +00), y tiene un minimo
relativo en (0, —1).

c) Sea h(z) = f(z) —g(z) = ze* =" +" =xe" =0 = x = 0, lo que define un
tnico recinto de integracion A; : (0, 1)

o ot Ju=2 =du=dr | .1 L.
Al_/oh(g;)dx_/oxe dm_{dv:emdx oy — et }—xe]o—/oe dx

= ze® — €], =0—(-1) =1

Area = |Ay| = 1] =1 4°
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Ejercicio 3 (2.5 puntos)

Se consideran la recta r y los planos 71, mo, de ecuaciones

Sea s la recta determinada por la interseccion de los planos my y 7.
a) (0.5 puntos) Halle el angulo que forman los planos 71 y .
b) (1.5 puntos) Determine la posicién relativa de las rectas r y s.

¢) (0.5 puntos) Encuentre una ecuacién del plano perpendicular a s que corta a la
recta r en el punto con segunda coordenada nula.

(Madrid - Matematicas II - Julio 2022 - Opcién B- Coincidentes)

Solucién.
r=2-4 R(2,0,2)
r=<y =2\ S AER = = 7
dT:(—l,Q,l)
z2=2+ A\
S(—1,0,-1)
y+z=-1 i j k
5= == s=1{ -
2 —y+2=—3 do=[0 1 1|=(22-2)~(11,-1)
2 =1 1
T 0,1,1)- (2, 1,1 0—1+1
3 cosa o Jinnl 1O oLl _o—ten o
|n7r1| ' |n7r2| \/§ \/6 2\/§
—1 2 1 - S
b) T%I%—l d, }fds = ry s se cortan o se cruzan.
-1 2 1
{dr,ds,]ﬁ}: 1 1 —1|=18#0 = ry s se cruzan.
-3 0 =3

c¢) Los puntos de r, son de la forma (2 — A, 2\, 2 + \), luego el punto de la recta r con
segunda coordenada nula es 2A =0 = A =0 = P(2,0,2).

P(2,0,2 ™
ﬁ<”_,) :>7rzx+y—z+D:0£i—> T=r+y—2z=0
nW:dS:(]‘)17_1) p=0
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Ejercicio 4 (2.5 puntos)

Sabiendo que

P(A|B)=; & P(B|A)=— & PANB)=

se pide:
1
a) (1.5 puntos) Probar razonadamente que P(AN B) = 30"
b) (1 punto) Calcular P(A) y P(B).

(Madrid - Matematicas II - Julio 2022 - Opcién B- Coincidentes)

Solucién.
a) P(A|B) = P(;l(;)B) :; — P(B)=3P(ANB)
P(B|A) = P(;l(z)B) _ 114 — P(A) = 14P(AC1 B)

P(AﬁB):P(AUB):l—P(AUB):fE) NN P(AUB):;;

P(AUB) = P(A)+ P(B)— P(ANB) = % = 14P(ANB)+3P(ANB)— P(ANB)

8 1
= 5= 16P(ANB) = P(ANB) = 0 q.e.d.

1 7
) P(A) (AN B) 20 55
1 1

P(B)=3P(ANB)=3- —=—
(B) =3P(ANB) 330 10
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