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PROBLEMAS CON NUMEROS

Ejercicios de Optimizacién




Ejercicio 1

Hallar dos niimeros cuya suma sea igual a 100 y su producto sea maximo.

Solucién.
Sean x y 100 — z los nimeros buscados.
P(z) =z - (100 — z) = 100z — 2°
P'(x) =100 — 22 =0 = x =50

P'(z) = -2 = P"(50) = -2 < 0 2 Maximo en z = 50

Luego los ntimeros pedidos seran 50 y 100 — 50 = 50.

(0]

Ejercicio 2

Un nimero y el cuadrado de otro suman 48. ;Cémo deben elegirse dichos niimeros
para que su producto sea maximo?

Solucion.

Llamamos x e y a los niimeros pedidos. La funciéon a maximizar es el producto, mientras
que la ecuacion de ligadura sera la suma de los dos nimeros.

P(z,y) = zy B o ;
48— p—ds gy | = P = (8-y) =48y —y

=—4
Py)=48-3*=0 = ¢y* =16 = {324

P'(4) = —24 < 02 Maximo en y = 4

P//(y) = -0y — L) -
P"(—4) =24 > 0= Minimoeny = —4

Por lo tanto los dos ntimeros pedidos son = 48 — 42> =32 ey =4

(0]

Ejercicio 3

Encontrar dos niimeros cuya suma sea 120 y tales que el producto de uno de ellos
por el cuadrado del otro sea maximo

Solucion.

Sean x y 120 — x los ntimeros buscados.
P(z) = (120 — x) - 2° = 1202° — 2*

Plr)=2400 — 322 =3z- (80 —2) =0 = {
x =80

P"(0) =240 > 0 Y. Minimo en z = 0

(N)

P"(x) = 240 — 62 —> i
P"(80) = —240 < 0 = Maéximo en x = 80

Luego los ntimeros pedidos seran 80 y 120 — 80 = 40.

(0]
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Ejercicio 4

Descomponer el niimero 100 en dos sumandos tales que el doble del cuadrado del
primero mas tres veces el cuadrado del segundo sea minimo.

Solucién.
Sean x y 100 — x los niimeros buscados.
P(z) =2- (100 — z)* + 3z% = 20000 + 222 — 400z + 32% = 52 — 400z + 20000
P'(z) =102 =400 =0 = z =40

P'(z) =10 = P"(40) = 10 > 0 2 Minimo en z = 40

Luego los nimeros pedidos seran 40 y 100 — 40 = 60.

Ejercicio 5

Descomponer el niimero 4 en dos sumandos de manera que la suma del cuadrado
del primero y el cubo del segundo sea minima. Razonar la respuesta.

Solucion.

Sean x y 4 — x los niimeros buscados.
Px)=@4—-2)’+2°=2>+2> -8 +16

12+ A+ 96
_exvarob

—4
P(z)=32"+2r—-8=0 = x = {x 3

r=—2

6

P'(=2)=-10<0 D Maximo en z = —2

(

P'(z) =6z+2 = )
P"(4/3) =10 > 0 == Minimo en = = 4/3

Luego los ntimeros pedidos serdn 4/3 y 4 — 4/3 = 8/3.

(0]

Ejercicio 6

Descomponer el niimero 36 en dos sumandos positivos de modo que el producto
del primer sumando por el cuadrado del segundo sea maximo.

Solucion.

Sean x y 36 — x los nimeros buscados.

P(z) = (36 — z) - #* = 362° — 2*

Pz)=T2zr—-32"=3z-(24—2)=0 = e
r =24
P"(0) =72 > 0L Minimo en z = 0

)

P'(z) =72 — 6z = -
P"(24) = =72 < 0 == Méximo en z = 24

Luego los nimeros pedidos seran 24 y 36 — 24 = 12.
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Ejercicio 7

Encontrar un numero tal que al restarle su cuadrado la diferencia sea maxima.
Razona la respuesta

Solucion.

Sea x el nimero buscado.
D(x) = x — 2?
D'(x)=1-20=0 = x=1/
D'(z)=-2 = D"(1p)=-2<0 9. Maximo en z = 1/

Luego el nimero pedido es 1/2.

Ejercicio 8

El valor de un rubi es proporcional al cuadrado de su peso. Se divide el rubi en dos
partes. Se pide en qué proporciéon deben de estar para que el valor de las dos partes
sea maximo y cual es la pérdida de valor.

Solucion.

Supongamos que el peso del rubi es p. Si lo dividimos en dos partes y una de ellas
tiene un peso de z, la otra pesara p — x.

Como el valor es proporcional al cuadrado del peso cada uno de ellos valdra:

Parte | 2o2=Ly Vi(z) = ka®

Parte 5 =2y V() = k- (p — x)?
V(z) = Vi(z) + Va(z) = ka* + k- (p — 1)* = 2ka* — 2kpx + kp?

2kp p

(w) = 4k — 2kp = ==r=2

V() x p=0 = x T
V' x) =4k = V"(rf) =4k >0 . Minimo en z = 2

2

No tenemos que perder de vista que una funcion puede alcanzar el maximo en los
extremos del intervalo, en este caso x = 0 y x = p, que corresponden a la situacion en la
que no dividimos el rubi.

Si estudiamos el crecimiento de la funcién V(z) vemos que:

(0.7) | (kp)
Signo V'(z) - +
Decreciente | Creciente

Vemos que la funcién alcanza el maximo en los extremos, es decir, que el rubi vale
mas si no se divide. De hecho si hallamos el valor del rubi al dividirlo por la mitad:

2 1
V(r/2) = 2k - (g) — 2kp - (g) + kp® = Eka

Lo que quiere decir que el rubi pierde la mitad de su valor.
O
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PROBLEMAS GEOMETRICOS

Ejercicios de Optimizacién




Ejercicio 9

Un triangulo isésceles tiene el lado desigual de 12 m y la altura relativa a ese lado
de 5 m. Encuentra un punto sobre la altura tal que la suma de distancias a los tres
vértices sea minima.

Solucion.

Llamamos z a la distancia del punto a la base, con

lo que la suma de distancias a los tres vértices seran:

d(z) =d(P,A)+d(P,B)+d(P,C)
=2-d(P,B)+d(P,C)=2-V22+ 62+ (5 — x)
=2Va?+36+5—=

2x 20 — /2?2 + 36
dz)=2 ———M—M— — 1= =0 = 22 =Va22+36
( ) 2-vx?+ 36 Va2 + 36

— 42 =224+36 = 322 =36 —

Estudiamos la monotonia de la funcién d(x)

(023 | (259

Signo d'(z) - +
Decreciente | Creciente

o \ v

Por lo tanto la suma de distancias a los vértices es minima para z = 2v/3 m.
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Ejercicio 10

Una hoja de papel debe contener 18 em? de texto impreso. Los mérgenes superior
e inferior deben tener 2 cm cada uno y los laterales 1 em . Calclar las dimensiones de
la hoja para que el gasto de papel sea minimo

Solucién.
Llamamos x e y a las dimensiones del texto, mientras zm Lem
que seran = + 2 e y + 4 las dimensiones de la hoja (lo
hemos planteado asi para que sea mas facil despejar y)
La superficie del texto y la del papel seran:
18
Stezto(l‘yy) =XTY = 18 — Yy = ? }
Spapet(T,y) = (+2) - (y +4) T
18 42 4 262 + 36
— S(:v):(x+2)-(+4> e
x x
z+ 2
42° — 36 ==
(@) = —— 2 =0 = 42? —36=0 — {M
s Tr= 3
72 y 8

;:J/apel(x) = 3 - papel(g) - § >0 % Minimo en z = 3
T

18
Por lo tanto las dimensiones del papel deberan ser t+2=5cmey+4 = El +4=10cm
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Ejercicio 11

Un triangulo isésceles de perimetro 10 m gira alrededor de la altura correspondiente
a su lado desigual, engendrando un cono. Halla sus lados para que el cono tenga
volumen maximo.

Solucion.

Llamamos 2z a la base del triangulo e y a
los otros dos lados. El volumen del cono y el
perimetro del triangulo seran:

1
V(w.h) = 5 - Shose - h = gx%

Plz,y)=2r+4+2y=10 = y=5—=x
2?2+ h =y = h=y?—2?

— V(m):ng- 5-(5—2x) =

= h= \/ —z)?2—2x2= \/5 5 — 2z1)
”{ =2z 7“[ /Bt — 245
/5 202° —102* w5 1027 (2 —x)

3 25z  — 225 6 v/bat — 225

Para determinar si los puntos singulares son maximos o minimos haremos el signo de
V'(x), que parece méas sencillo que hallar V”(x). La variable z esta acotada entre (0,5),
que corresponden a un segmento vertical o uno horizontal.

Vi(z) = =0 = z=1{0,2}

(0,2) (2,5)
Signo V'(x) + -
V(z) Creciente | Decreciente

/ hN

Por lo tanto V() tiene un mdzimo en x = 2. En ese caso las dimensiones del tridngulo

47r\/_

seran: 2r =4 & y = 5—2 = 3, mientras que el volumen del cono sera: V' (2) =

https://aprendeconmigomelon.com 11
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Ejercicio 12

Se desea construir una lata de conservas en forma de cilindro circular recto de area
total 150 cm? y volumen méximo. Determinar su generatriz y su radio.

Solucién.

Sean r el radio del cono y h su altura.
El area total del cilindro y su volumen seran:

75 — r?
Apogar = 2772 + 27k, =150 = h= -
Abases Alateral r
V(T7 h) = Apgse - h = 7r2h
_ 2
= V(T‘) :/7;(7’/1 75—71—7- = Thr — 7.‘.7,3
o
V'(r)=75-3mr =0 = {T: v
r = 5/ﬁ

V'(r) = —6rr = V"(5/vz) = =307 <0 O Maximo en r = 5/\/7

Por lo tanto el volumen maximo se obtiene con una lata de dimensiones: r =

Sl
<

LB ()0

- \/i;r V43
El resultado de este ejercicio se puede generalizar ya que, con caracter general, para
un area total dada el volumen del cilindro se hace maximo cuando el diametro de la base
circular coincide con su algura (h = 2r). Y viceversa, para un volumen dado la superficie
total se hace minima si h = 2r.
Se trata del problema clédsico de la optimizacion del bote cilindrico de conserva para que
la repercusion de la lata en el precio del producto, sea minima.

12 Ejercicios de Optimizacion



Ejercicio 13

En un concurso nos ha correspondido un campo rectangular. Sus dimensiones de-
bemos fijarlas nosotros con la condiciéon de que su perimetro sea de 400 m. ;Qué
dimensiones debe tener el campo para obtener el maximo de superficie?

Solucion.

Sean x e y las dimensiones del campo. Yy
Su area y su perimetro seran:

€&

S(x,y) = xy B o o,
P=2r4+2 =400 = y=200—2x = S(z) =z (200 — z) = 200z —

S'(x) =200 — 22 =0 = z = 100
S"(z) = —2 = S"(100) = —2 < 02 Maximo en 2 = 100

Por lo tanto la superficie maxima se produce con una dimensiones z = 100 m e
y = 200 — 100 = 100 m, y asciende a S(100) = 100 - 100 = 10000 m?

Ejercicio 14

Sea un segmento de longitud a que se divide en dos partes, que van a servir de
base a sendos rectangulos. En uno de los rectangulos su altura es el doble de la base
v en el otro su altura es el triple de su base. Determinar el punto de division de modo
que la suma de sus areas sea minima.

Solucion.

Partimos el segmento a en dos porciones: 'y a — .
La funcién a minimizar es la suma de areas:

S(:c):w—l—(a—x)'?)-(a—x)

= 222 + 3a% — 6ax + 32% = 5z — 6ax + 3a>

S’(x)lex—6a20:>:E:35a 2

3
S"(z) =10 = S(3a5) =10 >0 Y. Minimo en z = ga

€T a—T

Por lo tanto el area de los rectangulos sera minima si dividimos el segmento en dos
. . 3a 3a  2a
porciones de longitudes x = = & a—r=a——=—

5 )
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Ejercicio 15

Aprovechando como hipotenusa una vlla de /200 m de longitud, se desea acotar
una superficie triangular de area maxima. Qué medidas deberan tener los otros dos
lados (catetos)?

Solucion.

Sean z e y los catetos del tridngulo. La funciéon a optimizar es el
area del mismo La funcién a minimizar es la suma de areas:
V200
S(x,y) = xy y
22 +1y? =200 = y = 200 — 22
— S(z) =2-v200 — 22 = V20022 — z*
x
400z — 423
S'(1) = ————— =0 = 400z —42® =4z - (100 — 2?) =0 = z = {=10,0, 10
() 24/20022 — x4 ( ) (=0 }

(0,10) | (10,+/200)
Signo S'(x) + -
g (x) Creciente | Decreciente

/" N

Luego la superficie maxima se obtiene con x = 10 m e y = v/200 — 102 = 10 m.
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Ejercicio 16

Una ventana normanda consiste en un rectangulo coronado con un semicirculo.
Encontrar las dimensiones de la ventana de area maxima si su perimetro es de 10 m.

Solucion.

Llamamos 2z e y a las dimensiones de la ventana tal y como se m

muestra en la figura.
T
nx?
S(z,y) = 2zy + —
—— 2
STBCtCLng Ssemicirc 2 y
P(z,y) =2c+2y+ 7z =10 = y=5—x- r
—_——— ~~ 2
Prectang. PSemicA
2 2 4
= S(z)=2x- (5—:c~ +7T)4—7m:101:—:c2~ Rkl
2 2 2
2x
(@)= 10— (@d47)z=0 — 7= 0
— — ) - f— fr—
4+7
10 10
S"x)=—-(4+7m) = S”() =—M4+7) <0 D Maximo en o =
4+ 7 447

Por tanto la ventana tendrd una superficie maxima para unas dimensiones:

10 10 247 10
d+7 2 447

& =5
4+ y

https://aprendeconmigomelon.com 15


https://aprendeconmigomelon.com

Ejercicio 17

Un nadador, A, se encuentra a 3 km de la playa enfrente de una caseta. Desea ir
a B, en la misma playa, a 6 km de la caseta.
Sabiendo que nada a 3 km/h y anda por la arena a 5 km/h, averigua a qué lugar debe
dirigirse a nado para llegar a B en el menor tiempo posible.

Solucion.

Llamamos x a la distancia de la caseta al punto P de
la playa al que debe llegar nadando. “ap
Para alcanzar el punto B tendra que recorrer: :

AP=+V22+9a3km/h & PB=6-xabkm/h

El tiempo empleado en hacer el recorrido sera:

3 km

2+9 6—2
t(z) = 3 + 3

Y(2) x 1 bz —3va2+9
r)=—— - =
3VrZ+9 5 15v/22 + 9
— 5 =3V22 L9 — 2522 =9. :c2+9)
z =51

x=9/4

=0

— 1622 =81 — {

Estudiamos el signo de t/(z)

0.9 | /46)

Signo t'(x) - +
Hz) Decreciente | Creciente

N\ /!

9
El nadador debe dirigirse a nado a un punto que diste 1= 2,25 km de la caseta.

2,252+9+6—2,25 B
3 5

2 h

El tiempo que tardara en llegar a B es: (2,25) =

16 Ejercicios de Optimizacién



Ejercicio 18

Un jardinero desea construir un parterre con forma de sector circular. Si dispone
de 20 m de alambre para rodearlo, jqué radio debe tener el sector para que el parterre
tenga la mayor superficie posible?

Solucién.

Sea x el radio del parterre y 8 su angulo.

B pa?
_ 2. P _ P
10 — 2
P(x,y):2x+2,7x-£:102>5: x
27
10— 2z o*
= S(x) = T pr—g?
x 2

S'(z)=5-2r=0 = x:g

5
S"(z) = —2 = §"(5)2) = —2 < 0 L Maximo en z = >

5
Por tanto la mayor superficie se obtiene con un radio de x = R una amplitud de
10—-2- g
5/2

= 2 radianes.

g =

https://aprendeconmigomelon.com 17
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Ejercicio 19

Queremos disenar un envase cuya forma sea un prisma rectangular de base cua-
drada y capacidad 80 cm?. Para la tapa y la superficie lateral usamos un determinado
material pero para la base debemos emplear un material un 50 % mads caro.

Hallar las dimensiones de este envase para que su precio sea el menor posible.

Solucion.

prisma. Asimismo denominaremos p al precio por cm?
de la tapa y de la superficies laterales y 1,5p al de la
base.

Y
C(x,y) =p- (doy +2?) + 1,5pz?

80

Llamamos z al lado de la base e y a la altura del \/
‘/prisma(xay) - 1‘2y =80 = Yy = ﬁ i

320p

80
= C(x)=p- (4;2’ — —|—a:2> + 1,5pr* = 2,5pa® + ——
22 x h‘ﬁ
x

320
C'(z) = bpr — 2p =0 = Spz®=320p = z =4
x
640
C"(x) = 5p + ! — C"(4) =15p > 0 Y. Minimo en = = 4

3

. . 8
Por tanto el menor coste se produce con unas dimensiones x =4 cm e y = 6= 5 cm.
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Ejercicio 20

dimensiones que limitan el coste de material.

Se desea construir un depésito cilindrico de 10 m?® abierto por arriba. Sabiendo
que el material de la base es cinco veces mas caro que el de las paredes, hallar las

Solucion.

Llamamos z al radio de la base e y a la altura del ¥ \
cilindro segiin muestra la figura. Asimismo llamamos —
p al coste del m? de las paredes y 5p el de la base

10

‘/;ilindro($7y) = 7T:U2y =10 = Yy = —
T

10 20 .
— CO(z) =p 2 — + 5p - ma? = Spma® + —L -
wr? x

20 2
C'(z) = 10prz — P — 10p - 72 =20p = z =]~
T

C(z,y) = p-2rxy + dp - T2> } Y

72
2
m

40
C"(z) = 10pm + —f = C"( Y 2/7r> = 30p7 > 0 Y Minimo en z = ¢
T

Por tanto el menor coste se produce con unas dimensiones:

https://aprendeconmigomelon.com
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Ejercicio 21

Hallar la base x y la altura y de una cartulina rectangular de perimetro 60 cm,
que al dar una vuelta completa alrededor de un lado vertical, genere un cilindro de
volumen maximo.

Solucion.

Sean z e y las dimensiones de la cartulina de la figura.
‘/cilindro(xv y) = 7T'T2y
Peortuting =2 +2y =60 —= y=30—=x
= V(z) =72*- (30 — x) = 3072? — 7z®

=0

V'(z) =607z — 3r2* =372z (20 —2) =0 =
x =20

V"(z) = 607 — 612 = V"(20) = —607 < 0 <2 MAximo en z = 20

Por tanto el cilindro tendra volumen maximo para z =20 & y=30—20=10
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Ejercicio 22

Dos postes de 12 y 18 m de altura distan entre si 30 m. Se desea tender un cable
que una un punto del suelo entre los dos postes con los dos extremos de estos. ;Dénde
hay que situar el punto del suelo para que la longitud del cable sea minima?

Solucion.

Hallamos la distancia del cable como suma de los

segmentos OA y OB

d(x) = V122 22 + /(30 — )2 + 182

=144 + 22 + V22 — 60x + 1224

d'(z)

2z Zx — 6030

[2mm]

= +
2144 + 22 /2?2 — 60z + 1224

12

T

30—z

z — 30

— z-Va? — 60z + 1224 = (30 — ) - V144 + 2

= 27 (2% = 60z + 1224) = (30 — 2)* - (144 + 2?)

— 2 6077 + 122422 = #* — 607° + 104422 — 8640 + 129600

— 1802” + 8640z — 129600 = a* + 48z — 720 — {

Estudiamos la monotonia de la funcién distancia d(z).

(0,12) (12,30)
Signo d'(t) - +
Decreciente | Creciente
d(t
" \ v

— 1 =
V144 + 22 /a2 — 60z + 1224

Por lo tanto la longitud minima del cable se obtiene situando el anclaje del suelo a
x = 12 m del poste pequenio y medird: /122 + 122 + /182 + 182 = 30v/2 m.

https://aprendeconmigomelon.com
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Ejercicio 23

maxima.

En un jardin con forma de semicirculo de radio 10 m se va a instalar un parterre
rectangular, uno de cuyos lados esta sobre el diametro y el opuesto a él tiene sus
extremos en la parte curva. Calcula las dimensiones del parterre para que su area sea

Solucion.

Tomando como origen de coordenadas el centro del
semicirculo, tenemos que P(z,y) es un punto de la
circunferencia C' = 2% + y? = 10?

Sparterre(xv y) - 211y

PeC = 2*+y* =100 = y =100 — 2°

= S(r) = 2r-v100 — 22 = 2v/10022 — 21

S'(x)=12

Estudiamos el signo de S’(x)

200z —42® 4z - (50 —a?)
210022 — 24 /10022 — 24

(0,5v2) (5\/?,10)

Signo S'(x) +

S(x)

/!

Creciente | Decreciente

N

Por lo tanto la superficie del parterre serd maxima para unas dimensiones de:

r=5V2 & y=1/100— (5v2)" =52

22 Ejercicios de Optimizacion



Ejercicio 24

Entre todos los triangulos isésceles de perimetro 30 cm, jcuél es el de drea maxima?

Solucion.

Solucion.

Llamamos 2z a la base del triangulo e y a los lados iguales

B-h  2zh
Plz,y)=20+2y=30 —= z4+y=15 = y=15—=
Vv =2>+h? = h=y?—22

— S(z) =x /(15— 2)? — 2? = V22527 — 3027

xr T
4502 — 90z =0
S'(z) = T ) = 4502 —902% =0 =
2722527 — 3027 z=5

Estudiamos el signo de S’(z)

(0,5) (5,15)
Signo S'(x) + -

S(x)

Creciente | Decreciente

/ h

Por lo tanto la superficie del triangulo serda méaxima para unas dimensiones de sus
lados: =5 & y=15-5=10
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Ejercicio 25

Dentro del triangulo limitado por los ejes OX y OY y la recta 2x +y = 8§, se
inscribe un rectangulo de vértices (a,0), (0,0), (a,b) y (0,b).
Determina el punto (a,b) al que corresponde el rectangulo de area maxima.

Solucion.
\ —» @ =
Representamos la recta 2x + y = 8 y los puntos del cua- 8
drildtero (entendemos a y b positivos para poder verificarse
el enunciado). 2oty 8
No tenemos que perder de vista que si un punto pertenece a Y=
una recta, como lo hace el (a,b) entonces ha de satisfacer su
ecuacién. (0,b) (a,b)
Srectang.(au b) = CLb
(a,b) er = 2a+b=8 = b=8—2a
— S(a) =a- (8 — 2a) = 8a — 2a®
°T0,0)  (a,0) \

S'(a)=8—4a = a=2

S"(a) = —4 = S"(2) = —4 < 0 Maximo en a = 2

Por lo tanto la superficie maxima del cuadrilatero se produce paraa =2y b=8—2a =14
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Ejercicio 26

Si de un disco metalico de radio g quitamos un sector circular podemos construir
un vaso conico.

Determinar el sector circular que debemos quitar para que el volumen del vaso sea
maximo.

Solucion.

Llamamos x al angulo del sector circular de
chapa con el que vamos a construir el cono, y
g a su radio. Podriamos tender a llamar x al
sector que retiramos del disco de chapa pero
esto haria méas engorrosa la resolucion.
Hallamos el volumen del cono y establecemos
las ecuaciones de ligadura.

V(r,h) = cmr2h 22225 Vih) = S b (% - h2)
]2 gr=\ _ 9 7.2
zg — h= g—<> — - V4nrt -z
2r =276 — — r = — 2 2
27
x g 2. 9 2 2
Y arr— 2 e I (a2
— V() 3 o T [g 12 <7r .r)]

_ 3 82 _33
V'(z) = g -<2x-\/47r2—x2+1;2. Zx ): g omr—or

2472 472 — 22

T ur? I _ 2

Hallamos el signo de V'(z)

(0,2my/25) | (2my/2/3,27)

Signo V'(x) + -
Creciente Decreciente

V(x) ) N

Por lo tanto el volumen maximo del cono se produce con una amplitud del sector
circular de x = 2m/2/3 rad.

Nota: Hay que frelexionar en este tipo de problemas que no hemos de obsesionarnos en
conoseguir la funcién (volumen) con una determinada variable (en este caso x). Podriamos
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haberlo hecho con mucha mas sencillez si ponemos el volumen en funcién de h, huscamos
el maximo en funcién de esta variable y luego despejamos x con las otras relaciones que

tenemos.

1
Veono(r, h) = gm’zh

=>V(h):g-(g2—h2)-h=§-(g2h—h3)

P =Rt = 2 =g% _}?
24‘r/7’:24fg-£:>x:27r-f
2T g

il g

Vii)=>=-(¢?—3h%) =0 —= h= -2

(h) =3 (9 ) Ne

2
V"(h) = —27h = V”(g/\/g):—:/rgg<02> MéLXimoenh:j§

2 2
2 2 2 2 9 29 2
o 97373 ' g\/;

2
x:27r-r:27r-g\{g% - x:27r\/g

9

Luego la amplitud del sector circular que maximiza el volumen del cono es x = 27,/2/3 rad.
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Ejercicio 27

Las manecillas de un reloj miden 4 y 6 ¢m y, uniendo sus extremos, se forma un
triangulo.
Determina el instante entre las 12 h y las 12 : 30, en el que el area del triangulo es
maxima. ;Qué angulo recorre la aguja horaria en t minutos?

Solucion.

Efectivamente la clave de este ejercicio esta en pensar
qué angulo recorre cada una de las dos agujas en t
minutos. Llamamos por tanto « al angulo recorrido
por la aguja de las horas y 3 el recorrido por la aguja
de los minutos.

2T
ot ¢
60 —> } L ™

12 = —
PN 60-12 360
60 — 27 :5_@_ﬁ
t— 60 30

Debemos ahora referenciar la superficie del triangulo a éstos angulos:

B-h 6h
SA(h) = —— = — 642 . —
a(h) 2 2 = Sala, f) = A se;(ﬂ @) =12-sen(f — «)
h=4-sen(f — «)
Tt
“= 360 — 3 nt  wt o 1lwt
—-_ = — - — = —
8= mt 30 360 360
30
117t
S(t) =12 ()
= S() sen | =5
117t 11r  1lw 117t 1nt 180
S/t: . ( ). — . (): 7:—it:7
(1) =22-cos (55 ) 360 ~ 30 30 360 2 11
1217 117t
S”t —_ . ()
= ~1os00 > 560
180 1217 Hr 180 1217 @) ) 180
(1) = ~1oses 5 Usar* 3r ) =~ 1omgg < 0 Mé .
— 11 10800 "\ 3602 17 losop ~ 0 remeent=rog
. L . 180 i
Por lo tanto el area maxima del triangulo se produce para t = T minutos, es decir, a
las 12 : 16 : 21.
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Ejercicio 28

sea maxima?

En una semicircunferencia de diametro AB = 2r se traza una cuerda C D paralela
a AB. ;Cual debe ser la longitud de esa cuerda para que el area del trapecio ABC D

Si llamamos E al punto medio del arco CD y dibujamos el pentagono ACEDB.
Calcula la longitud de la cuerda C'D para que el area del pentagono sea maxima.

Solucion.

Llamamos r al radio de la circunferencia y 2z a la

cuerda, tal y como se muestra en la figura. Nos apo-
yamos para la resolucion en el tridngulo que foman los

catetos z y h y la hipotenusa r.

B+b 242
S(m,h):;-h: r; !

rP=a?+h? = h=+Vr?—2a?

ch=(r+=x)-h

= S)=(r+z) Vr?—a?

r? — a2 —rx —2?

—22% —ra +1r?

=0

S(2) = VTPt (r 1) —

R

= T

4 -4

Hallamos el signo de S’(x)

_rim_riiﬂr_{x_—?"

N

(0,7/2)

("/2,7)

Signo S'(z) +
Creciente | Decreciente

gy

Por lo tanto la superficie del trapecio tiene un méaximo para x = /2, luego la longitud

de la cuerda pedida es 2x = r.

Calcularemos la superficie del pentdgono como la
suma de la superficie del trapecio inferior (que la
obtendremos del apartado anterior) y el tridngulo

superior de altura y.
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S(x,y) = (r+z) vVr? —2? + 2r -y =(r+az)-Vr2—a? +ay

\\Z,_./
St’rapecio St'riangulo
r?=12+h? = h=+r?—a?
y=r—~h
= S(x)=(r+z) - Vr2—z?+z- (r— TZ—xQ) =r. (:1:—1—\/7"2—562)
—2x r2—a?—ux
Sx)y=r |———tl|=1r—————x—=0 = z=Vr? — 2?2
(@) ( W e
2
— 2’ =" -2 = =1’ = xzr\z/_
Estudiamos la monotonia de S(z)
(0,rv2f2) | (rv2/2,r)
Signo S’(x) + -
S(z) Creciente | Decreciente
/ N\
Por lo tanto el pentagono tendra superficie maxima para x = 77’, esto es, para una
longitud de cuerda de 2z = v/2r.
O

https://aprendeconmigomelon.com

29


https://aprendeconmigomelon.com

Ejercicio 29

En una circunferencia de radio r se traza la tangente en un punto cualquiera C' una
cuerda AB paralela a dicha tangente, obteniendo asi, un triangulo ABC. Calcular la
distancia del punto C a la cuerda para que el area del citado triangulo sea maxima.

Solucion.

Llamamos x a la distancia del punto C' a la cuerda
AB y 2d a la medida de ésta.

B-h 2d-x
SA(:E,d)—T— 3 =dz
rP=d+(r—2)? = d=+2rr—2?
— S(z) =2 -V2rz — 22 = V2rz3 — 24 -
2 _ g3 2, ) =10
S'(z) = 6ro x x? - (3r I):O:>a:2-(37"—2x):():> 3

Hallamos el signo de S’(x)

(0,3r/2) (r/2,1)
Signo S'(x) + -
g (m) Creciente | Decreciente

/ N

Por lo tanto la superficie del trapecio tiene un méximo para z = 3r/2.
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Ejercicio 30

Se quiere construir un recipiente cénico de generatriz 10 cm, y de capacidad maxi-
ma. ;Cual debe ser el radio de la base?

Solucién.

Sean x el radio de la base del cono y h su altura. El volumen
del cono sera:

1
V(x,h) = gmﬂh
2+ h*=10> = h =100 — 22

1
— V@)=§Wﬁ~VHM—x2=g~Vm&ﬁ—x4

=0

200x — 4z° 7z - (100 — 22?)

s

T _ 0 = {yp——573

3 2./10022 — 22 310022 — 22 3;’/;f25‘
x:

Vi(z) =

Estudiamos la monotonia de la funcién V(x)
(0.5v2) | (5v2,10)

Signo V'(x) + -

V(x)

Creciente | Decreciente

/! hN

Por lo tanto el volumen méximo del cono se obtiene para un radio de z = 5v/2 cm.
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Ejercicio 31

Se desea construir una caja cerrada de base cuadrada cuya capacidad sea 8 dm?.
Averigua las dimensiones de la caja para que su superficie exterior sea minima.

Solucién.
Llamamos x al lado de la base e y a la altura del prisma.

S(x,y) = &:Ei + 4dxy 5
~ 8 2 32
Sbases Slate'ral _ S(x) — 2./1:2 + 4z’. —_— = L
€ X
Py=8 = y=—
T

62w —(22° +32) 42’ —32

S'(z) " 7 =0 = r=2
§(x) = 1222 - 22 — (4;173 —32)- 2z _ 4 —g 64
T T

= 57(2)=12>0 Yy Minimo en z = 2

Por lo tanto la superficie de la caja serd minima para unas dimensiones de:

8
r=2dm & y=§=2dm.
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Ejercicio 32

En un triangulo isésceles de base 12 em (el lado desigual) y altura 10 ¢m, se inscribe
un rectangulo de forma que uno de sus lados esté sobre la base del triangulo y dos de
sus vértices sobre los lados iguales:

Halla las dimensiones del rectangulo que tenga area maxima.

Solucion.

Llamamos x e y a los catetos del triangulo ver-
de de la figura, de manera que las dimensiones del
rectangulo pedido serian 12 — 2x e y.

La ecuacién de ligadura la sacamos de la semejanza
del tridngulo ABC'y del triangulo verde.

e~ &% : =

Alz,y) = (12 = 2x) -y = 12y — 22y

:15'_12:> 5z
y 10 7%
5z 5z 512
Alr) =12- 22 — 22 20 = 102 — 2
= A(x) 5 T Ox 3
10
A’(x)le—Tx:O:x:i’)
10 10
A'(z) = - = A"(3) = —5 < 02 Maximo en z = 3

Por lo tanto el area del rectangulo es maxima para unas dimensiones de 12 — 2z = 6 e
2T D
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Ejercicio 33

De todos los rectangulos de drea 100 dm? halla las dimensiones del que tenga la
diagonal minima.

Solucién.

Llamamos z e y a las dimensiones del rectangulo y d
a su diagonal, tal y como muestra la figura adjunta.

d(z,y) = Va* +y°
100 =
2y =100 = y = —

xr
1 2 141
~ o= o () - SO

#m -z — /2% + 10000 ~ 2*—10000 . r=—10
22 22 - v/2%* 10000 x =10

Estudiamos la monotonia de la funcién d(x)

d(x) =

(0,10) (10, +00)
Signo d'(x) - +
d(z) Decreciente | Creciente
N\ /"
Por lo tanto la longitud de la diagonal es minima para unas dimensiones del rectangulo
100
de: z =10 dm & yzl—ozlodm
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Ejercicio 34

Calcula la generatriz y el radio que debe tener un bote cilindrico de leche conden-
sada, cuya drea total (incluyendo las dos tapas) es de 150 em? para que su volumen
sea maximo.

Solucion.

Llamamos z al radio del cilindro e y a su altura (genera-
triz).

V(x,y) = ma’y

150 — 27ra?
S(x,y) = 2ra’ + 2ray = 150 = y = 2—”
Vv T
Sbases Slate'ral

= V() = T7hr — 7z
r=—~"=

25
V’($)=75—37rx220:x2:?:> 5ﬁ
r=—

VT
V'(x) = —6rz = V"(5/yx) = =30/ O, Méximo en z = 5//x

Por lo tanto el volumen serd méximo para unos valores del radio de z = 5/\/x cm y de
150 — 27r2?

=10/ /x .
2y /f L

generatriz de y =
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Ejercicio 35

22 2
El punto P(z,y) recorre la elipse de ecuacion — + v 1.

Deduce las posiciones del punto P para que su distancia al punto (0,0) es maxima, y
también aquellas para las que su distancia es minima

Solucion.

Sea P(z,y) un punto genérico de la elipse de se-
miejes a = 5 y b = 3. Si la distancia al origen es
maxima el cuadrado de la misma también lo sera.

Por tanto llamamos d(z) al cuadrado de la distan- e POxY) —
cia d(OP). T ) Py
d x, y> — .7)2 + y2 // y\\
2 P 225 — 9z _— 0 x4
- J— 1 2 _ - = \ O /
%t =y 25 \ 4
s d(a) =t 4 220 160 295 —
e 25 25
32z
d/ = — pu—
(z) 95 0 = =0

Hallamos la monotonia de la funcién d(z) sin olvidar que los extremos relativos de la
misma también pueden producirse en los extremos del dominio.

(_57 0) (07 5)
Signo d'(x) - +
Decreciente | Creciente
() N f

[225 — 922
Por lo tanto la distancia minima se produce parar =0 = y =+ Tx = 43,

que corresponden a los puntos (0,3) y (0. — 3). Para hallar los maximos tenemos que

225 — 922

comprobar los puntos © = —5 y & = 5, cuya coordenada y = =+ s = 0y que

en ambos casos resulta \/ d(—=5) = \/ d(b
produce en los puntos (—5,0) y (5,

=5, lo que significa que la distancia maxima se
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Ejercicio 36

Queremos hacer un envase con forma de prisma regular de base cuadrada y capaci-
dad 80 cm3. Para la tapa y la superficie lateral usamos un determinado material, pero
para la base debemos emplear un material un 50 % mads caro. Halla las dimensiones
de este envase para que su precio sea el menor posible

Solucion.

Llamamos z al lado de la base cuadrada e y a la altu-
ra del prisma. El coste de la tapa y la superficie late-
ral es de ¢ euros/cm?, mientras que el de la base serd de
1,5¢c euros/cm?.
C(z,y) = 1,5cx* + cx® + 4ewy Y
—_— =~ ——

Tapa Sup lateral

80
V=2%y=80 = V=

Base

80  2,5cx® + 320
= C(z) = 2,5ca® + dex - 5= Zoc” + 340
X xr

5cx® — 320¢
T2z
_ 15cxt — 10czt + 640cx  5ea® + 640cx B 5cz? 4+ 640¢
N i B A3 N 3

— (C"(4) =15¢>0 2. Minimo en o = 4

C'(z) =0 = 52’ —320c=0 = x =4

C//(x)

Por lo tanto el coste del envase serd minimo para unas dimensiones del mismo de x = 4 cm,

ey:E:E)cm
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OPTIMIZACION DE FUNCIONES
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Ejercicio 37

El coste de fabricacion de una serie de hornos microondas viene dado por la fun-
cién C(x) = x? 4+ 40z + 30000, donde x representa el ntimero de hornos fabricados.
Supongamos que cada horno se vende por 490 euros.

a) Determinese la funcién de beneficios de venta de los hornos.

b) ;Cudntos microondas deben fabricarse y venderse para que los beneficios sean
maximos?;Cual es el importe de esos beneficios maximos?

Solucion.

a) Obtenemos los beneficios como la diferencia entre los ingresos y los costes, teniendo
en cuenta que los ingresos son el producto del precio del microondas por el niimero

de microondas vendidos (z):

B(z) = I(x) — C(x) = 490z — <x2 + 40z + 30000) = —2° + 4502 — 30000

b) B'(x) = —2x+450 =0 = x =225

B'(z) = -2 = B"(225) = —2 < 0“2 Maximo en z = 225

Por lo tanto el maximo beneficio se obtiene vendiendo 225 hornos y asciende a
B(225) = —225% + 450 - 225 — 30000 = 20625 euros

Ejercicio 38

1
Dada la funcién f : [1,e] — R definida por f(x) = — + Inx, determina cudles de
x

las rectas tangentes a la grafica de f tiene la maxima pendiente.

Solucién.
Llamamos m(x) a la pendiente de la recta tangente a la grafica de la funciéon f(x) en

un punto cualquiera de la misma.

1 1
m(l‘):f/(x)——ﬁ =
2 1 2—x
/ JR— E— JR— JR— JR—
m(as)—ﬁ—ﬁ— p =0 = 2—2=0 = =2
6 2 2x — 6 1
m"(x):—ﬁ—i-ﬁz xx4 — m'/(2):—§<0g> Méximo en z = 2

Por lo tanto la pendiente méxima de las rectas tangentes se produce en z = 2 y la ecuacion
de la citada recta serd:

1
-x0:2:>y0:f(2):§+1n2
1 1 1
| ] r = 2:—7 _ = —
me=m@) =gty =g
1 1 1
s r=y—yo=m, (r—19) = y—(2+1n2>:4-(x—2) = rEy:Zx—i-hﬂ

(0]
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Ejercicio 39

Cierta entidad financiera lanza al mercado un plan de inversion cuya rentabilidad
R(z) en cientos de euros viene dada por la cantidad que se invierta, x, en cientos de
euros por la siguiente expresién R(z) = —0,0122 + 5z + 25

a) Deducir razonadamente qué cantidad de dinero le conviene invertir a un cliente

en dicho plan

b) ;Qué rentabilidad obtendria?

Solucién.

a) Hallamos la maxima rentabilidad:

R(z) = —0,012% + 5z + 25
R(z)=—-0,02r+5=0 = x = 250

R'(z) = —0,02 = R"(250) = —0,02 < 0 25 Méximo en z = 250

Por lo tanto la maxima rentabilidad se obtiene invirtiendo 25000 euros.

b) Y la rentabilidad obtenida seria R(250) = 650, es decir 65000 euros

Ejercicio 40

Un fabricante vende su producto a S euros por tonelada. La demanda mensual
x, en toneladas, viene dada por x = 8000 — 4S. EI coste en euros de produccion de

x toneladas es C(x) = 2,522 + 50000 y los gastos generados son de 300 euros por
tonelada.

Calcular el valor de S para el cual el beneficio sera maximo.

Solucion.

El beneficio obtenido por el fabricante serd igual a los ingresos menos los gastos:

1(S,2) = Sx =225 1(S) = S - (8000 — 45) = 80005 — 452

G(z) = C(x) + 300z SE=2200, ) — 9542 1 300 + 50000 2252045,
G(S) = 2,5 - (8000 — 45)% + 300 - (8000 — 45) + 50000
= 405 — 1612005 + 162450000
B(S) = I(S) — G(S) = 80008 — 482 — (4082 — 1612005 + 180295000
— —445% + 169200 + 180295000
B'(S) = —885 + 169200 = 0 —> S = 192273

B"(S)=—-88 = B"(1922,71) = —88 < 0 D Maximo en S = 192273 euros/Tm

40
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Ejercicio 41
El coste de la produccion de x unidades diarias de un determinado producto es

1
C(z) = ZxQ + 352 + 25 y el precio de venta de una de ellas es (50 — Z) euros.

Hallar el numero de unidades que debe venderse diariamente para que el beneficio sea
maximo

Solucion.

Hallamos el beneficio como la diferencia entre ingresos y costes, siendo los ingresos el
producto de la cantidad vendida x por el precio de cada unidad.

5
B(z) = I(z) = C(z) = - (50—2) — (a? + 352 + 25) = — 2%+ 152 — 25
5
B'(x):—§x+15:0 — =6
o ()

5
B"(z) = —5 = B"(6) = —5 < 0L Maximo en z = 6

Por lo tanto el beneficio maximo se produce para una venta de 6 unidades.

Ejercicio 42

El valor, en millones de euros, de una empresa en funcion del tiempo t viene dado
por f(t) =9 — (t —2)2, 0 <t < 4,5. Deduce en qué valor de t alcanzé su maximo
valor y en qué valor de t alcanzé su valor minimo.

Solucion.

ft)y=9—(—2)7?
Flt)=—20t—-2)=-2t4+4=0 = t=2

f(t)

2 = f(2) = -2 <0 Méximo en t = 2

Estudiamos la monotonia de la funcién f(t)

(0,2) (2,4,5)
Signo f'(x) + -
Creciente | Decreciente

f |7 N

Por lo tanto el valor de la empresa tiene un méaximo en ¢t = 2 y vale f(2) = 9 millones
de euros. Para calcular el minimo tenemos que estudiar los extremos del intervalo:

F0)=5 & f(4.5) =275

, luego el valor minimo de la empresa se produce para t = 4,5 y asciende a 2,75 millones
de euros
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Ejercicio 43

De todas las rectas que pasan por el punto (1,2), encuentra la que determina con
los ejes de coordenadas, y en el primer cuadrante, un triangulo de area minima.

Solucion.

La ecuacién de la recta que pasa por el punto P(1,2) y tiene
pendiente m es:

y—2=m-(z—1) = y=mx—m+2

Los puntos de corte de la recta con los ejes coordenados son:
(0,2—m) & (™2,0). El 4rea del tridngulo serd:

1 —2  —m?4+4m—4
Alm) == (2—m). =2 _Zm +m
2 m 2m
4—m? =2
A/(m)_ ?721 = " . m—2
2m m=2S5im>0= A ¢ 1 cuadr. —2.0)

o] :

Estudiamos la monotonia de la funcién area A(m).

Signo A'(x) - + -
Alz) Decreciente | Creciente | Decreciente
N\ / N\
Por lo tanto el drea del tridngulo es minima para m = —2, y vale A(—2) = 4 u?
@]
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Ejercicio 44

funcion:
A2 +4 0<t<2
P(t) =4 5
54—25 2<t <8

a) Estudiar el crecimiento y decrecimiento de la funcién P(t).

b) ¢Cual fue el precio maximo que alcanzé el articulo en el mercado?

Un articulo ha estado 8 anos en el mercado. Si su precio P(t) en cientos de euros,
estaba relacionado con el tiempo t, en anos, que éste llevaba en el mercado por la

Solucion.

Hallamos la derivada de la funcién para estudiar su monotonia:

/ & 0<t<?2 & =0 = t=0
Pt = -
®) 2 2<t<8 ;:o:wﬂps.

Lo primero es darse cuanta de que la funcién P(t) no es derivable en z = 2 ya que

P'(27)=16 # P'(2%) = 5 aunque esto no es relevante en el problema.

Estudiamos el signo de P'(t)

(0,2) (2,8)
Signo P'(t) + +
Creciente | Creciente
P(t

(2) ) )

Lo que quiere decir que la funcién P(t) alcanzard el méximo en su extremo, esto es, en
5-8

x = 8 anos, indicando que el articulo tendra un precio maximo de P(8) = 5 +25 = 45,

es decir, 4500 euros.
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Ejercicio 45
1

Calcula el punto de la curva y =
u pu urva y o2

en el que la pendiente de la recta tangente

sea maxima.

Solucion.

Llamamos m(x) a la pendiente de la recta tangente a la gréfica de la funcién:

(2) = —— 22
m(z) = f'(z) = (1+x2)2
. " | )
m,<x):—2 (1+2%) + 2z 2(% 2r _ 62 2320 . x:iﬁ
(1+ $2)7f‘5 (1+ 22) 3
m//(x)_ 1217'(1—’_1:2)#_(6«'32—2)'3'%}/2'2% B — 2423 4 24z B —241‘-(1’2—1)
— (1+x2>¢4 - (1+l’2>4 - (1—|—x2)4

m”(—v3/3) < 0 9, Méximo en z = —V3/3

m”(vV3/3) > 0 Y. Minimo en z = V3/3

Por lo tanto la pendiente méaxima de la recta tangente a la gréafica de la funcién f(x) se
produce en x = —V3/3 = y = f(—V3/3) =3/4

Ejercicio 46

Una pelota es lanzada verticalmente hacia arriba desde lo alto de un edificio de
altura h metros con dependencia funcional al cabo de t segundos, que viene dada por
la férmula h(t) = 80 + 64t — 16¢2. Se pide:

a) Hallar la altura del edificio

b) ;En qué instante la pelota alcanza su altura maxima?

Solucion.

a) La altura del edificio serd la que tiene la pelota antes de ser lanzada, es decir, en
t = 0 segundos, por tanto h(0) = 80 m

b) Hallamos el méximo de h(t)

h(t) = 80 + 64t — 16>
H(t)=64—32t=0 = t=2

W(t) = —32 = R"(2) = —32 < 0% Maximo en ¢t = 2

Por lo tanto la altura maxima alcanzada por la pelota sera de

h(2) =80+64-2—16-2" =144 m
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Ejercicio 47

Cuando un proyectil es lanzado verticalmente hacia arriba con una velocidad inicial
de 245 m/s, su distancia d (en metros) del punto de partida en un instante t segundos,
tomados a partir del instante de salida, viene determinado por d(t) = 245t — 4,9¢2.

a) ;Al cabo de cudnto tiempo alcanza el proyectil su altura maxima?

b) ;Al cabo de cudnto tiempo llega al suelo?

c¢) ¢Cuadl es la altura maxima alcanzada?

d) ;Cudl es la velocidad del proyectil cuando alcanza la altura maxima?

e) ;Cudl es la velocidad del proyectil al llegar al suelo?

Solucion.

a) Veamos cuando alcanza la altura maxima.

d(t) = 245t — 4,9¢*
d(t)=245-98t=0 = t =25

d'(t) = —9.8 = h"(25) = —9,8 <0< Méximo en t = 25 s

Por lo que alcanzara la altura maxima al cabo de 25 segundos de su lanzamiento.
b) El proyectil llegara al suelo cuando su altura sea d(t) = 0

dt) =0 = 245t — 4,9t =t - (245 — 4,9) —> L=0s
t=250s
Por lo que tardara 50 segundos en llegar al suelo.

c¢) La velocidad es la derivada de la distancia recorrida
v(t) = d'(t) =245 — 9,8t
v(25) =245 —-98-25=0m/s

Légicamente la velocidad es nula porque en el punto mas alto el proyectil deja de
subir y, antes de comenzar a descender, se encuentra parado.

d) La velocidad al llegar al suelo es v(50) = 245 — 9,8 - 50 = —245 m/s, lo que indica
que la velocidad es de descenso.
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Ejercicio 48

Un coche de competicién se desplaza a una velocidad que, entre las 0 y las 2 horas
viene dada por la expresién: v(x) = (x —2) - e*~ ! + 1, donde x es el tiempo en horas y
v(x) es la velocidad en cientos de kilémetros/hora. Hallar en qué momento del intervalo
(0,2) circulé a la velocidad maxima y calcular dicha velocidad. ; En qué periodos gané
velocidad y en cuales redujo? jse detuvo alguna vez?

Solucion.

V() ="+ (r—2)- e =(x—1)- "t {

v(z)=(z—2)- "1 +1

r—1=0 = =1
=0 = 3 Solucién

V'(@)=e"H (-1 =x e = W"(1)=1>0= O, Minimo en z = 1
Si estudiamos la monotonia de la funcién v(x)
(0,1) (1,2)
Signo v'(x) - +
(@) Decreciente | Creciente
Y /"

Por lo que la velocidad méaxima la alcanza en uno de los extremos:

=) —9
0(0) = (0—2)- 1= "4 1=""70264= 264 km/h
(& €

v(2)=(2-2)-e*"+1=1= 100 km/h

Asi que la velocidad méxima la lleva el vehiculo en el momento x = 2 y vale 100 km/h.
Estuvo ganando velocidad en el periodo (1,2) y reduciéndola en el (0,1). Su velocidad
minima fue v(1) = (1 —2) - el = —e

46
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Ejercicio 49

La virulencia de cierta bacteria se mide en una escala de 0 a 50 y viene expresada por
la funcién v(t) = 40+ 15t —9t> + 13, donde t es el tiempo (en horas) transcurrido desde
que comenzo6 el estudio (t =0).

Indicar los instantes de maxima y minima virulencia en las 6 primeras horas y los
intervalos en que ésta crece y decrece.

Solucion.

v(t) = 40 + 15t — 9* + ¢*
V(t) =15 —18t+3t* =0 = t = {1,5}

V(1) =-12<0 9. Méaximo en t = 1
V"(t) = —18 + 6t = o
v"(5) =12> 0= Minimoent=>5

Estudiamos el signo de v'(t)

(0,1) (1,5) (5,6)
Signo v'(t) + - +
o(#) Creciente | Decreciente | Creciente
/! N\ /!

Comprobamos los extremos del intervalo y los extremos relativos:
v(0) = 40 v(l) =47 v(b) =15 v(6) = 22

Por lo tanto la virulencia minima se produce en ¢t = 5 horas y vale 15, mientras que la
maxima se produce en t = 1 y vale 47.
La virulencia es creciente en (0,1) U (5,6) y decreciente en (1,5).
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Ejercicio 50

La cantidad de agua recogida en 2002 (en miles de litros en cierto pantano, como

funcién del instante de tiempo (en meses), viene dada a través de la expresion:

10

f(t):m,

cuando 0 < ¢t < 12.

a) jEn qué periodo de tiempo aumenté la cantidad de agua recogida?
b) ;En qué instante se obtuvo la cantidad maxima de agua?

c) ;Cual fue esa cantidad maxima?

Solucién.

Ft) = 10 B 10
o (t—6)2+1  2—12t+37
—10- (2t — 12
flt) = ( )2:0:>2t—12:O:>t:6

(12 — 12t + 37)

Hallamos el signo de f'(t)

(0,6) (6,12)
Signo f'(z) + -
Creciente | Decreciente

f@) |7 N

a) La cantidad de agua recogida aumento entre los meses 0 y 6
b) La cantidad méxima de agua se obtuvo en el mes 6.

c) La cantidad maxima de agua obtenida fue de f(6) = 10, es decir, 10000 litros.
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Ejercicio 51

La produccién de cierta hortaliza en un invernadero Q(z) (en kilogramos) depende
de la temperatura x (en °C') segtin la expresién Q(x) = (z + 1)% - (32 — ).

a) Calcular razonadamente cudl es la temperatura éptima a mantener en el inver-
nadero

b) ;Qué produccién de hortaliza se obtendria?

Solucion.

a) Hallamos la temperatura necesaria para tener la maxima produccién
Qz) = (z+1)* (32— )

M

Qx)=2-(z+1)-32-2)—(z+1)*=-32"+602 + 63 =0 = { 01
T =

Q'(x) = —62 + 60 = Q"(21) = —66 < 0 2 Maximo en = = 21

Luego la temperatura 6ptima para obtener la mayor producciéon es x = 21°C
b) La produccién para ese temperatura del invernadero sera:

Q(21) = (21 +1)*- (32 — 21) = 5324 kg

O

Ejercicio 52

El propietario de un inmueble tiene alquilados cuarenta pisos a 300 euros al mes
cada uno. Por cada 10 euros de aumento en el precio del alquiler pierde a un inquilino,
que se traslada a otro piso mas econémico. ;Cual es el alquler que mas beneficios
produce al propietario?

Solucion.

Supongamos que el propietario aumenta x euros al mes el alquiler de cada inmueble.
De esta forma:

= Precio del alquiler: 300 + x euros.

x
= Numero de pisos alquilados: 40 — 10’ siendo 0 < z <400 (ya que si aumentamos el
precio en 400 euros perderemos todos los clientes)

2
= Beneficio: B(z) = (40 - 1%) - (300 + 2) = 12000 + 10z — %

B’(:L’)le—%:O — =50
" 1 " 1 (N) ‘o
B (m):—g — B (50):—5<0:> Maximo en = = 50

Por lo tanto el beneficio serd maximo si el precio del alquiler es de 300 + 50 = 350 euros.

o}
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Ejercicio 53 (3 puntos)

EI coste de un marco para una ventana rectangular es de 50 euros por cada metro
de lado vertical y de 25 euros por cada metro de lado horizontal. Se desea construir
una ventana de superficie igual a 2 m?.

Calciilese sus dimensiones (largo y alto) para que el marco sea lo mas barato posible.
Calciilese el precio minimo del marco de dicha ventana.

Solucion.

Dado el marco de la figura hallamos
la funcion a maximizar (el coste del
mismo en este caso) y la ecuacion de
ligadura que relacione las incégni-
tas = e y (la superficie del marco en
nuestro caso)

C'(x) =50 —

i

25 €/m

50€/m y

C(z,y) =2+ 252 4+ 2 - 50y = 50x + 100y } 200
2

2
= C(x) =50x +100- — =500 + —
T T

2 2
00:0 - 50:ﬂ = 1’=4 = {

2 2

_ 400

C"(z) = = (C"(2) =50>0 . Minimo en z = 2

y:—:
T

3

Por lo tanto el coste minimo del marco se consigue con una dimensiones de x = 2 e
2

2
5= 1, y asciende a C'(2,1) = 50 -2+ 100 - 1 = 200 euros.

20
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PROBLEMAS DE EVAU
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Ejercicio 54 (3 puntos)

Dada la funcion: ,
T

f(“f):%z—?

se pide:
a) (0.75 puntos) Hallar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(z).

b) (0.5 puntos) Determinar las coordenadas de sus extremos relativos.

c¢) (0.75 puntos) El valor maximo que puede tener la pendiente de una recta tan-
gente a la grafica de f(x).

d) (1 punto) El volumen del cuerpo de revolucién que se obtiene al girar la gréfica
de la funcién en torno al eje OX, entre los puntos de corte de la misma con dicho

eje.

(Madrid - Matematicas II - Modelo 2016 - Opcién A )

Solucién.

a) flz) =4z —2*=2-(4—2)=0 = {:C:

Signo f'(z) - + -
Decreciente | Creciente | Decreciente

La funcion f(x) es decreciente en (—o00,0) U (4, +00) y creciente en (0,4).
b) La funcién f(z) tiene un minimo relativo en (0,0) y un mdzimo relativo en (4,32/3)
c) m(x) = f'(z) = 4o — 2*

"z)=4—-22=0 = =2

(n)

m
m"(x) = =2 = m"(2) < 0 == Pendiente Médxima en (2,m(2)) = (2,4)

d) Hallamos los puntos de corte de la funcién con el eje OX.

r=26

6 6 3\ 2 6 Ay® 6
V:/W'fQ(x)d-f:W/ 2% — = da::7r/ 4m4—i—|—£ dx
0 0 3 0 3 9

42 428 27\1° 103687 |
_ . _ "
35

3 =0
y=0 = 2:52—:;:902-(2—‘;):0 — {x

5 8 63

0
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Ejercicio 55 (2 puntos)

Los estudiantes de un centro docente han organizado una rifa benéfica, con la
que pretenden recaudar fondos para una ONG. Han decidido sortear un ordenador
portatil, que les cuesta 600 euros. Quieren fijar el precio de la papeleta, de modo que
la recaudacién sea maxima. Saben que si el precio de cada una es 2 euros, venderian
5000 papeletas, pero que, por cada euro de incremento en dicho precio, venderan 500
papeletas menos. ;A qué precio deben vender la papeleta?

Si el tnico gasto que tienen es la compra del ordenador, ;jcuanto dinero podran donar
a la ONG?

(Madrid - Matematicas II - Junio 2016 - Opcién A - Coincidentes)

Solucion.

Sean x el precio de la papeleta y f(z) la recaudacién de la rifa. Hemos de encontrar
el beneficio maximo teniendo en cuenta:

= Kl coste del portatil que se rifard es de 600 euros.
» Si x = 2 se venderian 5000 papeletas.

= Por cada incremento de 1 euro en el precio se venden 500 papeletas menos. Luego
se reducird el nimero de papeletas vendidas en 500 - (z — 2).

Por tanto el ntimero de papeletas vendidas sera 5000 — 500 - (x — 2) = 6000 — 500x
Y la recaudacién f(x) serd el nimero de papeletas vendidas por el precio de cada papeleta:

f(z) = (6000 — 500z) - * = —5002 4 6000z
Para hallar el méximo de la funcién:

f(x) = =1000z 4+ 6000 =0 = = =6
F'(x) = —1000 => f"(6) = —1000 < 0 2 Méximo en z = 6

Luego la maxima recaudacion se obtendra vendiendo las entradas a un precio de 6 euros
y ascenderd a f(6) = 18000 euros.

Si descontamos el coste del ordenador rifado se podra donar a la ONG la cantidad de
18000 — 600 = 17400 euros.
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Ejercicio 56 (2 puntos)

Se administra una medicina a un enfermo y t horas después la concentracion en
sangre del principio activo viene dada por c(t) = te™*/? miligramos por mililitro.
Determine el valor maximo de ¢(t) e indique en qué momento se alcanza dicho valor
madximo. Sabiendo que la maxima concentracion sin peligro es de 1 mg/ml, seniale si
en algiin momento hay riesgo para el paciente.

(Madrid - Matematicas II - Junio 2017 - Opcién A )

Solucién.

t t
ot) = tet? —s (1) = e — ie—t/z _ (1 _ 2) et — =9

1 t\ 1 t
d(t) = —§€7t/2 — <1 - 2) : ie*t/Z = (—1 + 4) LeTt?
1

A(2) = ~5 < 0 & Hay un maximo en (2, ¢(2)) = (2,2/e)
e

Como en el maximo la concentraciéon es % = 0,736 < 1 el paciente no estara en riesgo pues
su concentracion es menor que la concentraciéon maxima admisible.
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Ejercicio 57 (2 puntos)

Los estudiantes de un centro docente han organizado una rifa benéfica, con la
que pretenden recaudar fondos para una ONG. Han decidido sortear un ordenador
portatil, que les cuesta 600 euros. Quieren fijar el precio de la papeleta, de modo que
la recaudacién sea maxima. Saben que si el precio de cada una es 2 euros, venderian
5000 papeletas, pero que, por cada euro de incremento en dicho precio, venderan 500
papeletas menos. ;A qué precio deben vender la papeleta?

Si el tnico gasto que tienen es la compra del ordenador, ;jcuanto dinero podran donar
a la ONG?

(Madrid - Matematicas II - Modelo 2017 - Opcién A )

Solucion.

Si llamamos z al precio de cada papeleta, para hallar funcién de recaudacién f(x)
hemos de tener en cuenta que:

= El nimero de papeletas vendidas sera 5000 menos 500 por cada euro que el precio
supere a 2, es decir 5000 — 500 - (z — 2).

= ¢l precio de cada papeleta es x

f(x) = [5000 — 500 - (z — 2)] - = 6000z — 5002
Para hallar el médximo sacamos los puntos singulares:
f(x) = 6000 — 1000z =0 = =6

f"(x) =—=1000 < 0 = en z = 6 hay un mdximo

Asi que vendiendo la papeleta a 6€ obtendremos una recaudacién de f(6) = 18000€,
pudiendo donar a la ONG 18000 — 600 = 17400€.
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Ejercicio 58 (2 puntos)

Se dispone de una plancha de cartén cuadrada
cuyo lado mide 1,2 metros. Determinense las
dimensiones de la caja (sin tapa) de volumen
maximo que se puede construir, recortando un
cuadrado igual a cada esquina de la plancha y
doblando adecuadamente para unir las aristas
resultantes de los cortes.

1.2m

(Madrid - Matematicas II - Septiembre 2017 - Opcién B - Coincidentes)

Solucion.

V(z)=(1,2-22)* z =42° — 4,827 + 1,44x
x=0,6
r=0,2

V(0,6) = 52 > 0L Min

V(0,2) = —4.8 < 0 Max

V'(z) =122 — 9,60 + 1,44 =0 — {
V"(z) =242 — 9,6 =

El volumen méaximo se produce para unas dimensiones de
la caja de 0,8 x 0,8 x 0,2 y es igual a V(0,2) = 0,128 m?.

1.2-2x
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Ejercicio 59 (2,5 puntos)

a) (1.5 puntos) En un experimento en un laboratorio se han realizado 5 medidas
del mismo objeto, que han dado los resultados siguientes: my; = 0,92, my = 0,94,
ms = 0,89, my = 0,90, mz = 0,91.

Se tomara como resultado el valor de x tal que la suma de los cuadrados de los
errores sea minimo. Es decir, el valor para el que la funcién E(x) = (x —my)? +
(x —my)? + -+ + (x — mj3)? alcanza el minimo. Calcule dicho valor x.

2
b) (1 punto) Aplique el método de integracion por partes para calcular / 2% In(z) dz
1

donde In significa logaritmo neperiano.

(Madrid - Matematicas II - Junio 2018 - Opcién A )

Solucion.

a) El minimo de la funciéon E(z) se produce en E’'(z) = 0, por tanto:

E(x)=(x—m)*+ (x —mg)? +--- + (x — ms)?
E'(x)=2(x—my) +2(x —mo) ++++2(x—ms) =0
my+ -+ ms

5

z =0,912

= 10z —2(my+---4+m3) =0 = z =

0,92 4+ 0,94 4+ 0,89 40,90 4- 0,91
Tr =
)

que efectivamente es un minimo pues E”(z) = 10 > 0 (U)

2 =1 du = 1d 2 2
b) /x21n(x)dx:{u nr = du= dr } 1 } P14 1
1 1

3
= —z’lnx —
1 L3 3

dvzxzdx:>v:§x 3

1 1 0 1,2 8 1
:(Qﬂnﬂ--13 —xﬂ = S2— (2% —1%)
3 3 9" 11 3 9

8 7
N S
3Ty
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Ejercicio 60 (2,5 puntos)

Una firma de alta perfumeria pretende sacar al mercado un frasco de un perfume
exclusivo que contenga 12 ml de esencia pura mas una cantidad variable, x, de alcohol.
El precio de la esencia pura es de 48 euros el mililitro. Al anadir alcohol a la esencia,
el precio de la mezcla resultante disminuye. Sabiendo que por cada mililitro de alcohol
anadido el precio del mlilitro de mezcla se reduce 3 euros, se pide:

a) (0.25 puntos) Determinar el precio del frasco de perfume en el caso x = 0 (el
frasco sélo contiene los 12 ml de esencia).

b) (0.5 puntos) Expresar en funcién de x el precio del frasco que contiene 12 + x
ml de mezcla.

c¢) (0.5 puntos) Deducir con qué valor de x el precio de la mezcla se hace cero.

d) (1.25 puntos) Sin tener en cuenta otros costes, determinar el valor de x para el
que se obtiene el frasco de perfume (mezcla) de precio maximo. Indicar en este
caso la capacidad del frasco y el precio resultante.

(Madrid - Matematicas II - Junio 2018 - Opcién B - Coincidentes)

Solucion.

a) Cuando z = 0 (no se anade alcohol) el precio del perfume sera: 48 - 12 = 576 €

b) El precio del perfume serd igual a la cantidad de perfume en mililitros por el precio
de cada ml.
f(z) = (124 2) - (48 — 3x) = —32% + 122 + 576

¢) fl2)=0 = —322+ 120+ 576 = x = {Lt;rz
Tr =
d) fllr)=0 = —6x+12=0 = z=2
f'(x)=—6 = f"(2)=-6<0 O Minimo en z = 2
Por tanto se produce un maximo en el precio del perfume para x = 2 ml de alcohol
anadido y tiene un valor de f(2) = 588 €
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Ejercicio 61 (2,5 puntos)

La contaminacién por dioxido de nitrégeno, NO,, en cierta estacion de medicion

de una ciudad, durante el pasado mes de abril, se puede modelar por la funcién c(t) =
232 ¢

80 — 6t + —— — — mg/m?, donde t € |0, 30] representa el tiempo, expresado en dias,

transcurrido desde las 0 horas del dia 1 de abril.
a) (0.5 puntos) ;Qué nivel de NOs,, habia a las 12 horas del dia 10 de abril?

b) (1.25 puntos) ;En qué momento se alcanzé el maximo nivel de NOo?, jcudl fue

ese nivel maximo?

1 730
c¢) (0.75 puntos) Calcule, mediante 30 / c(t) dt, el nivel promedio del mes.
0

(Madrid - Matematicas II - Modelo 2019 - Opcién A )

Solucion.

a) Hasta las 12 horas del dia 10 de abril han transcurrido ¢t = 9,5 dias.

23-9,52 9,53
=80 —6- T —98,21 3
c(9,5) =80—-6-9,5+ 50 30 98,21 mg/m
b) Los puntos singulares se encuentran en '(t) = 0
23t ¢ T =
(t)=—6+-~——=0 = t*—-23t+60=0 =
¢t MISTORRET - {x = 20
23 3 17
. @3 =222~ 0 X Mnimo
=Bt 10 5 10
105 oe0)=22 2 1T 5 O Méimo
— = —— xim
10 5 10
23-20% 203

_2Y 3
50 20 53,33 mg/m

El méximo se da el dia 20, siendo ¢(20) = 80—6-20+

232 3 1 23t3 4 \1%°
80 —6t+-— — — |dt=— 80t —3t2+ — — —
/ ( 90 30) 30 ( 60 120)]0

23.30 30
— — — | = (0)=110 3
60 120) (©) mg/m

o‘“ o"‘

(80 30 —3-30% +
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Ejercicio 62 (2,5 puntos)

Un brote de una enfermedad se propaga a lo largo de unos dias. El niimero de
enfermos t dias después de iniciarse el brote viene dado por una funcién F(t) tal que
F'(t) =*- (10 — t).

a) (1 punto) Sabiendo que inicialmente habia 6 personas afectadas, calcule la fun-
cién F(t).

b) (1 punto) Calcule cuantos dias después de iniciarse el brote se alcanza el nimero
maximo de enfermos y cudl es ese niimero.

¢) (0.5 puntos) Calcule, usando el teorema de Bolzano, cuantos dias dura el brote.

(Madrid - Matemaéticas II - Julio 2019 - Opcién B )

Solucion.

/ , 1063 4
a) F'(t)=1t*-(10—1t) = 10t* - t? = F(t):/F(t)dt:———+(J
F0)=6 = C=6

1063 t4

b) Calculamos los puntos singulares: F'(t) =0 = t*- (10—-t) =0 = ¢ = {0,10}

F"(0) =0 = Pto. Inflexién

F”(t) =20t—3t* = ()
F"(10) = =100 < 0 = Méximo en t = 10 = F(10) = 839,33

c) F(t) es una funcién continua en R que cumple:

F(10)=8393 ~ &  F(11)=7824 &  F(12) =582
F(13)=189,1 &  F(14) = —4513

Luego por el Teorema de Bolzano 3¢ € (13,14) | F(c) = 0, lo que quiere decir que
entre los dias 13 y 14 el brote de la enfermedad terminara.
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Ejercicio 63 (2,5 puntos)

Disponemos de 10 metros de una barra metalica. Con ella que-
remos construir una estructura formada por un rectangulo que
esta rematado por arriba por un triangulo equilatero. La base
del triangulo coincide con el lado superior del rectangulo, como
se observa en la figura. Para construir la estructura, se cortan 6
trozos de la barra original de longitudes adecuadas y se sueldan
para obtener la forma pedida. Se pide:

a) (0.5 puntos) Si denotamos por z la base del triangulo, cal-
cular su altura en funcién de x.

b) (2 puntos) Determinar cémo debemos cortar la barra origi-

nal para que la estructura resultante encierre un area total
maxima.

(Madrid - Matematicas II - Julio 2020 - Opcién B - Coincidentes)

Solucion.

a) La altura del tridngulo seré:

2 2 N
272:(325) +h? — h= x2—(§> ———>h:m\g§ h

m/2

b) Si llamamos y a la altura del rectangulo, la funcién Y
a optimizar, que es el area encerrada por la figura,
sera:

h
f(Iay):AA+AD:%+$y V3

x
f()—g' Tt (5 — 2x)
Per =4 4+2y=10=y=5—-2z V3
h:xﬁ —<4 )x + 5z
2
V3 5 80 + 10v/3
f'(x) (2 r+5=0 = =z yp—c7s o1 ,595

Fr(x) =2 — 4 < 0 =2 Maximo en [z = 1,5954 | = [y = 1,802

80 + 10v/3
f<+61\/_> ~ 3,99 12
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Ejercicio 64 (2,5 puntos)

La potencia generada por una pila viene dada por la expresion P(t) = 25te",

donde t > 0 es el tiempo de funcionamiento.

a) (0.5 puntos) Calcular hacia qué valor tiende la portencia generada por la pila si
se deja en funcionamiento indefinidamente.

b) (0.75 puntos) Determinar la potencia maxima que genera la pila y el instante en
el que se alcanza.

c) (1.25 puntos) La energia total E(t) generada por la pila hasta el instante t, se
relaciona con la potencia mediante E'(t) = P(t), con E(0) = 0. Calcular la

energia producida por la pila entre el instante t = 0 y el instante t = 2.

(Madrid - Matematicas II - Septiembre 2020 - Opcién B )

Solucion.
. . 25t Hép. -, 25
a) lim 25te™"/* =[00-0]= lim — = {OO B +— =0
z—+o0 z—+oo et /4 00 T—+o00 5e’f /4

Lo que significa que, con el tiempo, la bateria se termina agotando.

: : 2t
b) P'(t) = 25e™" " + 25te"/* - (_>

4 =
2
e 67t2/4 . <25 — 25t> — (‘/12?/‘?5)
2 22
e~ = 3 Sol. )
= (50-2¢ | Jt=>2 . Pl = 2ot
2 - t = \/§ "

., (2583 T5t

P// 1) = —t* g [ 2Y0 Y
(1) = c ( nn )

P"(v2) < 0 =25 Méximo

Por lo que existe un maximo de potencia igual a

P(\/§) = 25\/\25 en t = /2.
c) £

E'(t) = P(t) = E(t) = / P(t)dt = / 25te”" /"t dt = 4
t 2

2 :
= —/25f€“ - Zdu = —50e" + C = —50e~" /" + C

50 50
E? = E(2) — E(0) = (— + 50) —0=""(e—1)~ 31,606
e e
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Ejercicio 65 (2,5 puntos)

Se quiere construir un acuario con forma de paralelepipedo recto, con tapa y base
cuadradas. La tapa es de metacrilato, la base es de un material metalico y las ca-
ras verticales, de cristal. El metacrilato tiene un precio de 15euros/m?, el material
metélico, de 90 euros/m?, y el cristal, de 25 euros/m?.

a) (0.75 puntos) Exprese la altura del acuario en funcién del lado de la base, x, y
del coste total del material utilizado, C'.

b) (1.75 puntos) Con un presupuesto de 1260 euros, jcudl es el volumen mdximo
del acuario que se puede construir con estas caracteristicas?

(Madrid - Matematicas II - Junio 2021 - Opcién A - Coincidentes)

Solucion.

€T

cristal v

x  cristal cristal metacrilato T

cristal

T

a) Calculamos el coste del acuario, teniendo en cuenta el precio de los materiales:

C — 10522
C =902 + 152° + 4 - 252y = 1052° 4+ 1002y = y = Tx
xT
1260 — 10522
) Y 1002

4 1260 — 105z% 1260z — 10523
= . g
1002 100

Viz,y) =2y = V(z)

1260 — 31522
N 100

M

T =2

V'(z) =0 = 1260 —3152° =0 — {

V'(z) = —630z = V"(2) = —1260 < 0 == Maximo en z = 2

Por lo que el volumen maximo del acuario con un presupuesto de 1260 euros se
obtendra con unas dimensiones de z =2 m y y = 4,2 m y serd de V(2) = 16,8 m3.
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