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Septiembre 2016
OPCION A

Ejercicio 1 (3 puntos)

Dada la funcién f(z) = (6 — ) - €, se pide:
a) Determinar su dominio, asintotas y cortes con los ejes.

b) Calcular su derivada, intervalos de crecimiento y decrecimiento y extremos rela-
tivos.

¢) Deterjinar el drea del triangulo que forman los ejes coordenados con la tangente
a la curvay = f(x) en el punto x =0

(Madrid - Matematicas II - Septiembre 2016 - Opcion A )

Solucion.

a) = Dom(f)=R
» Asintotas

e A. Vertical Como Dom(f) =R = # A.V.
e A. Horizontal

, . 6+ 00
_ — ). et = ce k= — =
VH i = =0 = A.H. eny=0cuando z = —o0
T—400 3 e*/3
oY= EIJP (6 —x)-e” =—00 = 3 A.H. cuando z — 400
e A. Oblicua Serd una recta de la forma: y = mz +n
6 — o
m = lim M: lim m~e/“:—oo:>39A.O.cuandox—>+oo
r—+o0o T—+00 €x
= Cortes con los ejes
=0 =xz=6= (6,0
« EjcOX:y=0 = (6—x) ¢/ = 7 z=6=(6,0)
= 7 Sol
e EjeOY:2=0 = y=(6-0) =6 =
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1
b) @) = =+ 5 (6—a)- P .

(-3

1-220 = 2=3
— 3
e =0 = 3 Sol.

(_007 3) (37 +OO)
Signo f'(z) + -
Creciente | Decreciente

r=y=x+6
Maw(3, 3e)

La funciéon f(x) es creciente en
(—00,3) v decreciente en (3,+00), y
tiene un mdzimo relativo en (3, 3e).

c) La recta tangente a la grafica de la funcién f(z) en el punto = = 0 sera:
20 =0 = yo = f(z0) = f(0) =6 = P(0,6)
0

e = f/(w0) = £1(0) = (1= 5) - =1

r=y—y=my-(x—x9) = y—-6=1-(r—0) = r=y=2x+6

Esta recta corta a los ejes en los puntos (—6,0) y (0,6) y el drea pedida seré:
1

Area:§-6-6:18u2

O si lo queremos ver como una integral:

0
Area:‘/ (x+6)dx = |18 = 18 u?
-6

) 0
z, + 6.7:]
2 —6
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Ejercicio 2 (3 puntos)

2, 1=0
Dadas las rectas: r = 4 ys={2+XN1-3\A); A€ R}, se
r+y+z2—4=0

pide:

a) Obtener la recta que pasa por el punto P(1,0,5) y corta perpendicularmente a
T.

b) Hallar la distancia entre las rectas r y s.

(Madrid - Matemaéticas II - Septiembre 2016 - Opcién A )

Solucién.
R(1,3,0)
O r=142\
r—2z—1=0 N 1 7k N 5 _ 3\
r = r = — r = = —
tty+r—4=0 do=|10 —2|=(2-31) Y ;
z =
1 1 1

a) Si la recta t pedida corta perpendicularmente a r, estard contenida en un plano
m L r que pase por P.

P(1,0,5 x
(1,0,5) — 2x—3y+z—|—D:O%WEZx—3y+z—7:0

:{ﬁwzcﬁ:(z—&l)
Q=rNm = 2-(1+2\)—3-3=3\)+A—7=0 = A=1 = Q(3,0,1)

=142\
P(1,0,5) P(1,0,5)
= — =1 - = t=qy=0 AER
,0,1) dtzﬁéz(zo,—zl)
z=5—14\
Vol
b) d(r,s) = H =
) ( ) Abase
=142\ r=24+A
r=3Y= — 3\ & s= y:1—3>\ & ﬁ:(l,—ZO)
z=A z =
2 -3 1
oo | 1 -3 1 |
4.4, RS]| |1 —2 0
dir,s) = —=——=——=—"—=———=
d, X d gk
2 =3 1]
1 -3 1
2 2 V10
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Ejercicio 3 (2 puntos)

a) Determine, si es posible, los parametros o y  de modo que se verifique la

igualdad:
(3 A (L0 (3 -8
s 41 2 1) | -2 =5

b) Determine los posibles valores de A para que el rango de la matriz A sea 2, donde

()00

(Madrid - Matemaéticas II - Septiembre 2016 - Opcién A )

Solucion.

(3 ) (a0) = (32 (01) - (5 2)

=3a+5=3 =|pf=-3

<3a+ﬁ —4a )_( 3 —8>:> = —~4a = —8 =|a=2
sa+4f —a+p —2 =5 Sha+48=-2 =5-244.(=3) =2/

= -—a+f=-5 =>-2-3=-5V

(22 10 B 2A+1  2)
b)A—)\~<1 3>+<0 1) :>ran(A)_ran< 3 3)\+1>

A=—1
A=—1/4

A= (20 +1)-BA+1) =202 =4\2 4 BA+1=0 — {

Por lo tanto ran(A) =2, VA € R — {-1,—-1/4}

e}
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Ejercicio 4 (2 puntos)

Cierta fundacién ha destinado 247000 euros para la dotacion de 115 becas de
estudios. El importe de cada beca es de 3000 euros, si el estudiante cursa un grado
universitario; de 2000 euros, si cursa formacion profesional y de 1500 euros, si realiza
estudios de postgrado. Sabiendo que la fundacién ha concedido doble niimero de becas
de formacion profesional que de postgrado, cuantas becas ha concedido a cada nivel
de estudios?

(Madrid - Matemaéticas II - Septiembre 2016 - Opcién A )

Solucion.

Sean las incégnitas:

x = "N becas a estudiantes de grado universitario”
y = "N°® becas a estudiantes de formacién profesional”

z = "N becas a estudiantes de postgrado”

El sistema de ecuaciones seré:

r+y+z=115 r+y+z=115
3000z + 2000y + 1500z = 247000 == < 6x + 4y + 3z = 494
y =2z y—22=0
11 1,115 1 1 1. 115
AJA* =6 4 3 '494 |~ | F,—6F |~ 0 -2 —3!-196 | ~
01 =20 0o 1 =20 2F5 + Fy
1 1 1, 115 =r+56+28=115 =| =31

~0 -2 =3,-196 | = —2y—3-28=-196 = | y=>56
0 —71'-196 /) = —7z= —196 = | z2=28

=}
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Septiembre 2016
OprCION B

Ejercicio 1 (3 puntos)

Dado el sistema de ecuaciones siguiente:

2t +(a—1)y—2z=a
20 +y —az =2
—r+y+z=1-a

se pide:
a) Discutirlo segiin los valores del pardmetro a

b) Resolverlo cuando sea posible.

(Madrid - Matematicas II - Septiembre 2016 - Opcién B )

Solucion.
METODO DE ROUCHE

a) Escribimos el sistema en forma matricial:

2 a—-1 =2
AJA = 2 1 —a
—1 1 1

a
2

I
|
fl—a

Hallamos el determinante de la matriz de coeficientes A.
Al=a*-a—-2=0 = a={-1,2}

» Sia# {-1,2} |A]l #0 = ran(A4) = 3 = ran(4*) = n° incég. Louche
SISTEMA COMPATIBLE DETERMINADO (Solucién tnica).

2 -2 -2,-1
» Sia=-1 = A/A*= 2 1 1, 2
11 102
2 =2
|A| =0 = ran(A) < 3y como 5 1 |7é0 = ran(A) =2
2 =2 -1
2 1 2 [=9#0 = ran(4A*) =3
-1 1 2
ran(A) =2 #ran(A*) =3 Houche . S1ST. INCOMPATIBLE (No tiene solucion)
2 1 -2, 2
R Sia=2 = A/A =] 2 1 —2'2
11 11-1

|Al =0 = ran(A) < 3y como

_21 }‘7&0 — ran(A4) =2
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2 1 2 |=0 = ran(4*) =2

-1 1 —1
ran(A) = 2 = ran(A*) # n® incég. = 3 fouche . S1sTEMA COMPATIBLE INDE-
TERMINADO (Infinitas soluciones)

b) = Si a = 2, resolvemos el sistema por el método de Gauss. Como estamos ante
un S.C.I. solamente es necesario resolver el sistema formado por las ecuaciones
correspondientes al menor de orden 2 distinto de cero obtenido en la discusion.

. (2 1 =2, 2 2 1 —2,2
A/A_<—11 1:—1) l2F2+F1] (03 0:0)

=20 +0—-22=2 =| z=1+ X
= z=\ = | z=A

s Sia # {—1,2}, resolvemos el sistema por el método de Cramer ya que es un

S.C.D. .
2 a—1 —2 a
A= 2 1 el 2
1 1.1 11-a
a a—1 =2
2 1 —a
l—a 1 1 a>*—a®>—2a a-(a>=a=?2)
T = = = =a
| Al a’—a—2 a? =p)
2 a —2
2 2 —a
-t 1-a 1] —@?44a—4 —(@-2¢ —a+2
V= IA] T @2—a-2 (a+1)-(a—2] a+1
2 a-—1 a
2 1 2
L -1 1 1-a| 2a*-5a+2 (2a—1)-(a—2) 2a—1

|4| a2 —a—-2  (a+1)-(a—2] a+1
METODO DE GAUSS

a) Escribimos el sistema en forma matricial, hacemos que los pardmetros estén lo mas
a la derecha y abajo posible y aplicamos el método de Gauss.

2 a—-1 -2, a -1 1 1 1 1—-a
AJA" = 2 1 —a, 2 ~ | FiLe By | ~ 2 a—-1 -2, a
-1 1 1 1l1-a 2 1 —a' 2
[ -1 1 1 1 1—a [
~ F2+2F1 ~ 0 a+1 0 :2—CL ~
| Fy+2F 0 3 2-a'4-2 | (a+1) F;—3F,
-1 1 1 i l—a
1)-(2—a)=0
~| 0 at1 0 24 ;»{(a+ ) (2 al)
0 0 (a+1)-(2—a) (2—a)-(2a—1) = a={-12}
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-1 1 1/1-a
» Sia#{-1,2}=| 0 O 0, O = S1ST. COMPATIBLE DETERMINADO
0 0 o' o
-1 1 1: 2
» Sia=—-1=| 0 0 0, 3 | = SIST. INCOMPATIBLE
0 001 -9

-1 1 1,~-
» Sia=2=| 0 3 0, 0 | = SisT. COMPATIBLE INDETERMINADO
0 000

b) Sustituimos en el sistema escalonado anterior los valores a =2y a # {—1,2}

m Sig=2
11 1,1\ =—2404+A=-1 =| 2=1+2)
AJA* = 0 3 0:0 =3y=0 = y=0 ,AeR
0 0 0{0 = z=\ = Z=A
» Sia#{-1,2}
-1 1 1 1—a
A/JAx=1 0 a+1 0 2—a

0 0 (a+1):(2—a)'(2—a) -(2a—1)

= —r+ 294+ 20 =1-q =| z=a
2—a
= (a+1)-y=2—a =| y=:4
2a—1
=(a+1)-(2-a)-z2=02-a) - (2a-1) = | z2=5
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Ejercicio 2 (3 puntos)

Dada la funcién
six <0

sixz >0

S+
se pide:

a) Estudiar la continuidad de f(z) y determinar sus asintotas.

b) Estudiar la derivabilidad de f(z) y calcular f'(z) donde sea posible.

1
c¢) Calcular /_1 f(z)dx.

(Madrid - Matematicas II - Septiembre 2016 - Opcién B )

Solucion.
. 1 . .
a) = Siz<0, f(x) = ——, que es continua en R — {5}, luego continua en = < 0.
—x
1
» Siz >0, f(z) = e que es continua en R — {—5}, luego continua en x > 0.
x
= Siz=0
1 1
. l/ = 1, = —
lim f(x) = lim = = £
T~
1 1
[ ] 0 = = —
1) 54+0 5
Como lir(r)1+ flz) = lir(r)l f(z) = £(0), la funcién f(z) es continua en x = 0.
z— z—0~=

Por lo tanto la funcién f(z) en continua en R.

= A. Vertical Como Dom(f) =R = 3 A.V.
= A. Horizontal

=0 = A.H.eny=0cuando xr — —o0

* y:rl—l>r—noo5_x

e y= lim =0 = AH. eny=0cuando z — 400

z—+00 5 +
= A. Oblicua Como 3 A.H. — 3 A.O.

b) Derivabilidad de f(x)
1

m siz <0
Fay="T0
_(5+:1:)2 sixz >0
f/(o):215 10— /0+ d . bl _O
f,(OJr):_i — f'(07) # f'(0") = f(x) no es derivable en x =
25

Por lo tanto la funcién f(z) es derivable en R — {0}
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-25 -20 -15 =10 -5 ] 5 10 15 20 25 30

1 0 1 1
C)/ f(x)dx:/_15_xdm+/0 5+xdx:—1n|5—x|](11+1n|5—|—z|](1)

= —In54+n6+In6—In5=2In6—2In5 = In6> — In 52 zln;g

@

flz) = D —11’ /\
+x

Ejercicio 3 (2 puntos)

Sea m el plano que contiene a los puntos A(0,2,1), B(1,0,1) y C(—1,—-2,—1).
Calcule el volumen del tetraedro que forma el origen de coordenadas con los puntos
de intersecciéon de w con cada uno de los ejes coordenados.

(Madrid - Matemaéticas II - Septiembre 2016 - Opcién B )

Solucioén.
A(0,2,1)
r={i=AB=(1,-2,0) iﬂz{ﬁ,ﬁ,ﬁ}:()
7= AC = (—1, -4, -2)
r y—2 z—1
1 -2 0 |=42+2-(y—2)—6-(2—-1)=0 = n17=2r+y—32+1=0

Hallamos los puntos de corte con los ejes coordenados:
P=0XNn % r=—1fh = P(—1/2,0,0)
Q:OYﬂﬁ%y: —1 = Q(0,-1,0)
R=0Znm 2 =1 = R(0,0,1)

o 0 0

|[0P.0G, OR|| = | 0 -1 0

1 11 1,
5 ':6'\6\:36“
0 0 13

Voror =
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Ejercicio 4 (2 puntos)

Dado el plano m = 3z 4+ 3y + 2 — 9 = 0, se pide:
a) Determinar la ecuacion del plano perpendicular a w que contiene al eje OX.

b) Determinar el punto del plano m mds cercano al origen de coordenadas.

(Madrid - Matematicas II - Septiembre 2016 - Opcién B )

Solucion.

a) Si el plano m pedido es perpendicular a m uno de sus vectores directores serd el
normal de m. Si ha de contener al eje OX, contendrda a un punto de este eje (el
origen de coordenadas por ejemplo) y el vector director del eje serd también vector

director del plano.

0(0,0,0 TR
m={d=7,=(331) =S7r=[0X,d9=|33 1|/=0=>m=y-3:=0
7=dox = (1,0,0) 100
b) El punto P € m mas cercano al origen de coordenadas se encontrara en una recta
rlmom]Oer.
x =3\
0(0,0,0
r = —»(’_z) mw = —3)\ ,)\E]R,
d, =7, = (3,3,1)
z=A

P=rnr = 3-3A+3-3A+A_9:o$p(%,%7%>

o
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