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OPCION A

Ejercicio 1 (2.5 puntos)

Sea A una matriz de tamano 3 X 4 tal que sus dos primeras filas son (1,1,1,1) y
(1,2,3,4), y sin ningtin cero en la tercera fila. En cada uno de los apartados siguientes,
se pide poner un ejemplo de matriz A que verifique la condicién pedida, justificandolo
apropiadamente:

a) La tercera fila de A es combinacién lineal de las dos primeras.

b) Las tres filas de A son linealmente independientes.

c) A es la matriz ampliada de un sistema compatible determinado.
d) A es la matriz ampliada de un sistema compatible indeterminado.

e) A es la matriz ampliada de un sistema incompatible.

(Madrid - Matemaéticas II - Septiembre 2020 - Opcién A )

Solucion.

a) La tercera fila de A es combinacién lineal de las dos primeras.

La terdera fila ha de ser del tipo:
a-(1,1,1,1)+b-(1,2,3,4), a,b € R, a, b#0

Por tanto tomando por ejemplo a = b = 1, la tercera fila podria ser:

1111
(1,1,1,1) + (1,2,3,4) = (2,3,4,5) = A=|1 2 3 4
2 345

b) Las tres filas de A son linealmente independientes.
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La mejor forma de conseguir una fila linealmente independiente es elegir una cual-
quiera con un grado de libertad como por ejemplo (1,1, 1, \) y obligar a ran(A) = 3.
Para ello obligamos a que haya un menor de orden 3 distinto de cero

1 111 1 11
A=1|1 2 3 4 = |Al=|1 2 3|=X2—-1#40 = M#1
Al 11 A1l 1
1111
Tomando A = 2 tendriamos la matriz A= 1 2 3 4
21 11

¢) A es la matriz ampliada de un sistema compatible determinado.

Sea por tanto A* la matriz buscada. Para que el sistema sea compatible determinado
ran(A) = ran(A*) = n° incég. = 3

Por lo que podemos elegir como A* la matriz del apartado b) ya que ran(A*) =3y
el menor de orden 3 correspondiente a A es distinto de cero y por tanto ran(A) = 3.

1 111
Ar=111 2 3 4
21 11

d) A es la matriz ampliada de un sistema compatible indeterminado.

Sea de nuevo A* la matriz buscada. Para que el sistema sea compatible indetermi-
nado

ran(A) = 2 = ran(A*) # n° incoég. = 3
Pero teniendo en cuenta que las dos filas que nos han dado son linealmente indepen-
1
1 2
una matriz ampliada con una tercera fila linealmente dependiente de las otras dos,
de manera que ran(A*) = 2, por lo que nos vale la del apartado a).

dientes ya que

1
| =1 # 0y que por tanto ran(A) = 2, tendremos que obtener

11
A= 1 2
2 3

= =
Tt =

e) A es la matriz ampliada de un sistema incompatible.

De nuevo sea A* la matriz buscada. Para que el sistema sea incompatible
ran(A) = 2 #ran(A*) =3

Cogeremos por tanto la matriz del apartado d) y modificaremos el dltimo valor (a3 4)
1 111
A*=ran| 1 2 3 4
2 3 41

Al =

N = =

11
2 3 | =0=ran(A)=2 &
3 4

N = =

11
2 4|=—-4#0=ran(A*) =3
31
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Ejercicio 2 (2.5 puntos)

—1
x2 six <1, ©v#—1
Dada la funcién f(x) = xQ —_F 1
x
sixz>1
4x

a) Calcular f(0) y (f o f)(0).

b) Estudiar la continuidad y derivabilidad de f(x) en x = 1 y determinar si en
dicho punto existe un extremo relativo.

¢) Estudiar sus asintotas.

(Madrid - Matemaéticas II - Septiembre 2020 - Opcién A )

Solucién.
Q) 1(0) = s =1
(o NO) = F(£0) = 1) = = EL

b) CONTINUIDAD en z = 1

1
s ] =1 _
Jim f(z) = lim —r— =7

= f) =5

Luego como HI{l f(z) = 11I{1+ f(z) = f(1), la funcién f(z) es continua en x = 1.
z—1— T—

DERIVABILIDAD en x = 1

! ix <1, x#—1
———— siz , T # —
12 six>1
T
1 1
s ] = lim-— = —=
Jim f(@) =l -
x?—1

= lim f(x) = lim

1+ z—1 42

Luego como lir? f'(x) # HI{1+ f'(x), la funcién f(z) no es derivable en x = 1.
r— 1" T—

Para establecer si en x = 1 la funcién f(z) tiene un extremo relativo tenemos que
estudiar que pasa con las funciones a ambos lados de ese valor:

https://aprendeconmigomelon.com )
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—

i —
i . &
! 241
i =
i Fo(z) yp
i 2
) i
x - i
fl(x) 2—1 : \
i
i
b —5 —4 -3 -2 «E1 o 1 2 k] 4 5 8
i
i
i
i
i
i

fi(z) es continua en el intervalo (—1, 1) y mondtona decreciente ya que

filz) = —m < 0, por lo que alcanza en x = 1 un minimo en dicho
intervalo.
22 —1

122 > 0,

» fo(x) es continua en en (1, +00) y mondtona creciente pues fi(x) =

por lo que tiene un minimo en dicho intervalo.

» Y, tal y como se ha estudiado, f(x) es continua en ese punto, podemos afirmar
que la funcién tiene un minimo relativo en x = 1.

c) = A. Verticales
Las asintotas verticales de fi(z) podrfan estar en 22 — 1 = 0 = = = =+1.
Mientras que las de fo(x) habria que buscarlas en 42 = 0 =z = 0 ¢ Dom( f2)
, —2
r—1 _ {—2} | Am @)= g

lim f(z) = {0_} = 400

= —00

z——17F
o xz—1 0 , x—1 L 1
- o) I ey et Y

m A. Horizontal

) r—1 00
-y:xl_lg_nooﬁ_l—{oo]—o:AHeny—O
o2 +1 00

= A. Oblicua Serd una recta de la forma: y = mx +n

. fa(x) o2t 41 22 +1 00 1
m = lim = lim = lim — = [} ——
T—+00 z—+oo - 4x  w—too 42 00 4
) . [2*+1 1 A1
= xggloo<f2 (ZL’) N mx) B xgllloo[ 4x N 4.%‘] o mggloo T
B 1
=, m =0

1
Luego la funcién f(x) tiene una asintota oblicua en y = 2% cuando z — 400

Matemaéticas II - Examenes resueltos
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Ejercicio 3 (2.5 puntos)

-2 1
Dados el punto P(3,3,0) y la recta r = % = % = Z—g, se pide:

a) Escribir la ecuacién del plano que contiene al punto P y a la recta r.

b) Calcular el punto simétrico de P respecto de r.

A
¢) Hallar dos puntos A y B de r tales que el triangulo ABP sea rectangulo, tenga

area —= y el angulo recto en A.
NG y 8
(Madrid - Matematicas II - Septiembre 2020 - Opcién A )
Solucién.

T=2-A

, R(2,0,—1)

a) Definimos la recta como r = { - =qy=2A AER
d. =(—1,1,0)

z=-—1

P(3,3LO) r—3 y—3 =z

r=3i,=d = (~1,1,0) 7= [PX,d.%]=0= | -1 1 0|=0
z’;’ﬂ:ﬁ:(l,&l) ! s !

(x—=3)+(y—3)—42=0 = |r=2+y—42—-6=0

b) Hallamos el plano 8 perpendicular a r y que pasa por P.

P(3,3
B = H(’;) — —aty+D =0=2 _343+D=0 = D=0
s =d, = (—~1,1,0)

B=—-x+y=0

O=rnp =822 . (9 _\)4A=0 = A=1 = O(1,1,-1)
De esta forma O serd el punto medio del segmento PP’ siendo P’ el simétrico de
P respecto de r.

P+ P
O =Mpp = —5—

= P'=20-P=2(1,1,-1)—(3,3,0) = | P'(=1,-1,—-2)

A2 = A\, —1)
B<2 - K Wy _1>

= Angulo recto en A — @J_ﬁ —= ﬂ%-ﬁ:o.

c¢) Sean los puntos de la recta r : { , v sea P(3,3,0).

A=p)- T+ +@p—=X)-B3=AN+0=0
A=—p)-1+A=34+X)=0

A=1 = [ A(1,1,-1)

A=Ti pues en ese caso A=B

2 A—p)-A=1)=0 =

https://aprendeconmigomelon.com 7
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— — —

1 7 J k
5 l—p p—1 0
2 2 1

Area » :;-‘@xﬁ‘:

ABP

-|(ﬂ—1,u—174—4u)|=;-\/(u—1)2+(u—1)2+(4—4u)2

A= =

p—1=1= p=2 = | B, =(0,2,-1)

N — N~

— |ju—1=1 =
p—1l=-1 = pu=0 = | By(2,0,—-1)

Ejercicio 4 (2.5 puntos)

Se tienen tres urnas A, B y C'. La urna A contiene 4 bolas rojas y 2 negras, la urna
B contiene 3 bolas de cada color y la urna C' contiene 6 bolas negras. Se elige una urna
al azar y se extraen de ella dos bolas de manera consecutiva y sin reemplazamiento.
Se pide:

a) Calcular la probabilidad de que la primera bola extraida sea roja.

b) Calcular la probabilidad de que la primera bola extraida sea roja y la segunda
sea negra.

c¢) Sabiendo que la primera bola extraida es roja, calcular la probabilidad de que
la segunda sea negra.

(Madrid - Matematicas II - Septiembre 2020 - Opcién A )

Solucion.

Asumiendo que la probabilidad de elegir cualquier urna es la misma tenemos que:
P(A)=P(B)=P(C) =5

Se muestra a continuacién, para cada una de las urnas, la probabilidad de elegir una bola
roja o una negra en cada una de las dos extracciones.

8 Matemaéticas II - Examenes resueltos
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b) P(RiNNy)=P(ANR N Ny)+ P(BN RN Ny)+ P(CN RN No)

= P(A)-P(RiNNy | A)+ P(B)- P(RyN N, | B)

1 42 113 1
P . P N. =_. .4 Z.2.Z Z.
+ P(C)-P(RiNNy | C) 276 5+3 5 5+3 0
—5—01889
90

17
P(BiNNz) _ Yoo 1T o

o) P21 B) = =Ry = T ~ 35

https://aprendeconmigomelon.com
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OPCION B

Ejercicio 1 (2.5 puntos)

Sean las matrices A = (

_ N O
o = |

—_
N
—_
\_/
~

I
~—

pide:
a) Calcular, si es posible, la inversa de la matriz A.
b) Calcular la matriz C = A? — 2I.

c) Calcular el determinante de la matriz D = ABB" (donde BT denota la matriz
traspuesta de B).

(Madrid - Matematicas II - Septiembre 2020 - Opcién B )

Solucion.

a) [Al=1#0 = 347!

1 -3 -1 ) 1 1 -1
AdjA=| 1 -2 -1 | = A'l'=— . AdjA"=| -3 —2 4
-1 4 2

¢) [ABBT|=|A|-|BBT|=1-|BB"| = |BB|

2 —1 5 10 5 2 —1
BBT=[1 0 -(_1 0 1): 2 1 0 | = [BBT|=0
0 1 10 1

\ABBT\ - ]BBT\ —0

10 Matemaéticas II - Examenes resueltos



Septiembre 2020 (Extrardinario)

Ejercicio 2 (2.5 puntos)

La potencia generada por una pila viene dada por la expresion P(t) = 25te",
donde t > 0 es el tiempo de funcionamiento.

a) Calcular hacia qué valor tiende la portencia generada por la pila si se deja en
funcionamiento indefinidamente.

b) Determinar la potencia mdxima que genera la pila y el instante ene le que se
alcanza.

c) La energia total E(t) generada por la pila hasta el instante t, se relaciona con
la potencia mediante E'(t) = P(t), con E(0) = 0. Calcular la energia producida
por la pila entre el instante t = 0 y el instante t = 2.

(Madrid - Matematicas II - Septiembre 2020 - Opcién B )

Solucion.
. . 25t Hop. 1, 25
a) lim 25te™"/* =[00-0]= lim — = {OO FEP iy T, =0
z—+o0 z—+oo et /4 00 z—>+o0 5e’f /4

Lo que significa que, con el tiempo, la bateria se termina agotando.

: : 2t
b) P'(t) = 25e™""* + 25te"/* - (_>

2 1 e
2 25t 2 oy
- (25 - 2) N J )
e~ = 3 Sol. )
= 2025 Jt= —? . P(t) = st
2 N t =42 "
., (25t3 75t
P// t — —t /4 aobtd
(t)=e ( L )

P"(v2) < 0 =24 Maximo

Por lo que existe un maximo de potencia igual a

P(V?2) = 25\)/\_25 en t = /2.

C) t2
2 U= ——
E(t) = P(t) = B(t) = [ Pydt = [ 25te™"dt = 4
du=——dt —= ——du=dt
2 t
2 2
:_/25’%“'td“:—506“+0:—5oe—f/4+0
E(0)=0 = —50+C=0 = C =50 = E(t)=—50e""+50
Eg = B(2) - B(0) = (—560 - 50) —0= 560 (e — 1) =~ 31.606

https://aprendeconmigomelon.com 11
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Ejercicio 3 (2.5 puntos)

Del paralelogramo ABC D, se conocen los vértices consecutivos A(1,0,—1), B(2,1,0
y C(4,3,—2). Se pide:

a) Calcular una ecuacion de la recta que pasa por el punto medio del segmento AC
v es perpendicular a los segmentos AC' y BC'.

b) Hallar las coordenadas del vértice D y el area del paralelogramo resultante.

c¢) Calcular el coseno del angulo que forman los vectores 1@ v 1@ .

(Madrid - Matemaéticas II - Septiembre 2020 - Opcién B )

Solucion.

a)

1+4 0+3 —1-2 53 3
P:MAC:< i ) i ) >:<77_>
2 2 2 2°2° 2
r= ik
1L AC = (3,3, -1 3
r (7 ) ) :}dT:ﬁXB?: 3 3 —1 :(_47470)m(_1’170)
r L BC = (2,2,-2)
2 2 =2
=5_
2
_5 _3 3
Portanto:rzx 1/2:y1/2:ZJB/2 , 0 también r = y—%Jr)\
z=—32
2

b) Al ser ABCD un paralelogramo las diagonales se cortan en su punto medio por lo
que:

53_§>_B+D

53 3
D=2-(2,2-2) -1 D(3,2
(5.5-5) - @10 = DG.2,-3
- i 7k
AreaABCD:‘ABXAD‘: 11 1 ||=[(—4,4,0)]=4V2u?
2 2 —2

¢) Sean los vectores: AB = (1,1,1) & AC = (3,3,—1)

4B Za 3+3-1] 557
cos(@,m) ’1@"1@‘: 5755 =

12 Mateméaticas II - Exdmenes resueltos
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Ejercicio 4 (2.5 puntos)

En un experimento aleatorio hay dos sucesos independientes X, Y. Sabemos que
P(X)=04yque P(XNY)=0.08 (donde Y es el suceso complementario deY'). Se

pide:
a) Calcular P(Y).
b) Calcular P(X UY).

¢) Si X es un resultado no deseado, de manera que consideramos que el experimento
es un éxito cuando NO sucede X, y repetimos el experimento en 8 ocasiones,
hallar la probabilidad de haber tenido éxito al menos 2 veces.

(Madrid - Matematicas II - Septiembre 2020 - Opcién B )

Solucién.
Teniendo en cuenta que los sucesos X e Y son independientes tenemos:

P(XNY)=PX)-P(Y) & P(X)=04 & P(XNY)=0.08

a) P(XNY)=P(X)—P(XNY)=P(X)—P(X)-P(Y)=04-04-P(Y) = 0.08 =
P(Y)=08
b) P(XUY)=PX)+P(Y)—P(XNY)=04+08-04-08 = P(XUY) =0.88

¢) El ntimero de éxitos Z del experimento es una variable aleatoria binomial
7z B(n,p = P(X)) = B(8,0.6)

P(Z>2)=1-P(Z<2) =1-|P(Z=0)+P(Z=1)|

8 8
=1- [(()) -0.6%-0.4% 4+ <1> 0.6 - 0.47] =1—0.0085 = 0.9915

https://aprendeconmigomelon.com 13
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