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Ejercicio 1 (3 puntos)

2e +ay+z=a
Dado el sistema de ecuaciones § x —4y + (a+ 1)z =1 , se pide:

4y —az =0
a) Discutirlo en funcién de los valores del pardmetro real a.
b) Resolverlo en el caso a = 1.

¢) Resolverlo en el caso a = 2.

(Madrid - Matematicas II - Junio 2017 - Opcién A )

Solucion.

METODO DE ROUCHE

a) Escribimos el sistema en forma matricial y hallamos el determinante de la matriz
de coeficientes A.

2 a 1
AJA* =1 =4 a+1)1 | = |A|=a*—4=0 = a=+£2
0 4 —a '0

» Sia# {22} |A| #0 = ran(A) = 3 = ran(A4*) = n®incdég. =
SISTEMA COMPATIBLE DETERMINADO (Solucién tnica).

2 -2 1 ,-2
s Sia=-2 = A/A"=|1 -4 —1'1
0 4 -210
2 =2
|A] =0 = ran(A4) < 3y como 1 _4’7&0:>ran(14):2
2 =2 =2
1 -4 1 |=-16#0 = ran(A4*) =3
0 4 0

ran(A) = 2 # ran(A*) = 3 = SISTEMA INCOMPATIBLE (No tiene solucion)
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2 2 1,2

“Sia=2 = A/A*=|1 -4 31

0 4 =210

2 2

|Al =0 = ran(A) < 3y como 1 _4‘7&0:>ran(A):2
2 2 2
1 =4 1|=0 = ran(4") =2

0 4 0

ran(A) = 2 = ran(A*) # n° incdgitas = 3 = SISTEMA COMPATIBLE INDE-
TERMINADO (Infinitas soluciones)

b) Resolvemos el sistema para a = 1 por el método de Gauss, teniendo en cuenta que
se trata de un S.C.D.

2 1 1.1 F, & F, 1 -4 2.1
AJA* =11 -4 21 |~ ~[2 1 11|~ B-2F
0 4 -110 0 4 —110
1 -4 2.1 1 -4 2.1
~[0 9 =3/ -1]~ ~10 9 -3 -1
0 4 =110 OF; — 4F, 0 0 314
r—4-3+2-3= r=—1/3
= gy—-3-3=—1=| y=1p
3z =4 z=14/3

¢) Resolvemos el sistema para a = 2 por el método de Gauss. Teniendo en cuenta que
se trata de un S.C.I. resolvemos solo las filas correspondientes al menor de orden 2
distinto de cero encontrado en la discusion:

2 2 1,2 F & F 1 —4 3,1 1 -4 3,1
1 —4 3'1 2 2 1'2 Fy, —2F, 0 10 =5'0

r—4-5343x=1 z=1-)\
= 10y —5A=0 =| y=*2 , AeR
z2=A z2=A

METODO DE GAUSS

a) Escribimos el sistema en forma matricial intentando que los paramétros se sitien lo
mas a la derecha y abajo posible, posteriormente aplicamos el método de Gauss al

sistema.
2 a 1 a 2 a 1 1 a
A/A* =11 =4 a+1,1 |~ 2FK—-F ~| 0 —8—a 2a+1,2—-a
0 4 —a ! 0 4 —a ! 0
2 a 1 L a
~ ~[ 0 —8-a 2a+1  2-a |=d*—4=0=a=2%2
(8 +a)F3 + 4F, 0 0 —a®+4'8—4a

» Sia#{-2,2} = ( 00 0O ) =—> SISTEMA COMPATIBLE DETERMINADO
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m Siga=-2= ( 00O 16 ) = SISTEMA INCOMPATIBLE

n Sia=2= ( 0 0 O 0 ) = SISTEMA COMPATIBLE INDETERMINADO

b) Sustituimos el valor del pardmetro a = 1 en el sistema escalonado obtenido en el
apartado a)

2 1 lia\ =>2z+i+5=1 r=—1/3
0 -9 3,1 |=>-9y+3-3=1=| y=1/3
0 0 314/ =32=4 z=4/3

c¢) Sustituimos el valor del pardmetro a = 2 en el sistema escalonado obtenido en
el apartado a), teniendo en cuenta de que se trata de un S.C.I. por lo que solo
escribiremos las dos primeras filas.

5 9 1'9 =20+2-3+A=2 r=1-\
! — = :>\
(O 10 5:()) = —10y+5A=0 = y=22 , AeR

=z =\ z=A
r=2—2t
E2 | y=t ,teR
z =2t

Ejercicio 2 (3 puntos)

Dados los puntos P(1,—2,1), Q(—4,0,1), R(—3,1,2), S(0. — 3,0), se pide:
a) Hallar la ecuacién del plano que contiene a P, Q y R.

b) Estudiar la posicién relativa de la recta r, que pasa por los puntos P y Q, y la
recta s, que pasa por Ry S.

c) Hallar el area del triangulo formado por los puntos P, Q y R.

(Madrid - Matematicas II - Junio 2017 - Opcién A )

Solucion.

a) Para hallar el plano 7 que contiene los puntos P, Q y R obligamos a que el producto

mixto [P_)(2 @ P_}%] valga cero, siendo: @ —5,2,0) y P_})% (—4,3,1).

r—1 y+2 2-1
r=[PX,PQ,PR|=0 = | -5 2 0 |=0

4 3 1
— 2. (2 —1)+5-(y+2)—T-(2=1)=0 = |7=22+5y—Tz+15=0
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P(1,-2,1) R(-3,1,2)
b) Sean las rectas: r = ¢ - ys =4 -
d. = PO = (~5,2,0) d, = RS = (3,4, -2)
Como J; ¥ J; las rectas se cortan en un plano o se cruzan en el espacio. Para
determinarlo sacamos el vector que une un punto de cada recta ﬁ =(—-4,3,1) y
hallamos el producto mixto:

—4 3 1
[P_}%,cﬁ,ci;}: -5 2 0 |=0 = ry ssecortan
3 -4 -2

A
c) Hallamos el area PQR

—

AreaA:;-’ﬁ)xﬁ‘:;- —Z5
—4

W DN .

Ejercicio 3 (2 puntos)

Se administra una medicina a un enfermo y t horas después la concentraciéon en
sangre del principio activo viene dada por ¢(t) = te~*/? miligramos por mililitro.
Determine el valor maximo de ¢(t) e indique en qué momento se alcanza dicho valor
maximo. Sabiendo que la maxima concentracion sin peligro es de 1 mg/ml, senale si

en algiin momento hay riesgo para el paciente.

(Madrid - Matemaéticas II - Junio 2017 - Opcién A )

Solucion.

t t
c(t) =te™? — c’(t):e_t/2—§e_t/2: (1—2) =0 = t=2

1 t 1 t
)= g (1-g) e = (1 g) e

1
d(2) = ~50 < 0o & Hay un maximo en (2, ¢(2)) = (2,2/e)
e

Como en el méaximo la concentracion es % = 0.736 < 1 el paciente estara en riesgo pues
su concentracion es menor que la concentracién maxima admisible.

6 Matemaéticas II - Examenes resueltos
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Ejercicio 4 (2 puntos)

2
6
Dada la funcién f(zx) = x—kz:;—} se pide:
T —

a) Determinar su dominio y asintotas verticales.

b) Calcular lim @

i
T—00 x

5
¢) Calcular /3 @) da.

(Madrid - Matematicas II - Junio 2017 - Opcién A )

Solucion.

a) Dom(f) =R — {2}
ASINTOTA VERTICAL

, C?tat6 1oy | @)= go = e
hmf(:z;):hm:{}:
z—2 z—2 x—2 0 1 ()_12_+
xlgl*‘ v _O+ >0
2 6 1
b) Hmmzﬁmmz[m]::
Tr—r00 €x T—r 00 x2_2x o0 1
5 5 mp2 6 5 192
c) /f(:l:)dx:/ rhr+b da::/ <a:+3+ >d:v
3 3 T — 2 3 xr — 2
22 5 2
=2+3x+12-ln|x—2|1 :<+3-5+12-1n|5—2|>
3

2
32 0 /55 27
(Z 13341200 — (2 y12.m3) - (Z
<2+3 3+ M <2+ n3> (2)

=14+12-1n3 ~ 27.13
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Junio 2017
OprcION B

Ejercicio 1 (3 puntos)

2
Dadas las funciones f(x) = — y g(x) = senx, se pide:

2
a) Calcular 9161_I>I(1) (f(x) - M)
b) Calcular la ecuacién de la recta tangente a la curvay = f(x) en el punto (1/2,4).

c¢) Calcular el drea delimitada por la curva y = f(x) y la recta y = —x + 3.

(Madrid - Matematicas II - Junio 2017 - Opcién B )

Solucién.
2 2 2 2 —2 0
a) lm [ f(z) — —— zlim(— ): (00 — o] :11m<se”w> _ H
@0 g(x) e—0\x  senx a0\ zxsenx 0
L’Hopital ., 2cosx — 2 {0]
= lim = |—
=0 senx + & cos T 0
L’'Hépital -, —2senx 0
= lim =-=0
t—02cosT —xrsenx 2
2
b) Recta tangente a la curva y = — en el punto (1/2,4).
x
1 z
(o, yo) = (1/2,4) 8
2
fllx)=—— 6
v 1
my = f/(w0) = ['(1/2) = 8 A AR
r=Y—Y =My (I_l‘O) f(_,[;):g 2
1 &
y—4:—8-(x—§) _g 2 4 6
y=—-8r+8
r=y=—-8r+8
, p . y
c¢) Sean las funciones f(z) = — & g¢g(z) = —z + 3, definimos una nueva funcién:
x

M) = (@)~ gla) = > — (w4 3) = T 20 E2

Y hallamos el area comprendida entre esta funcién y el eje de abscisas, para lo cual
hallamos los puntos de corte con el eje OX.

22 —3x+2

=0 = 2°-3r+2=0 = x={1,2}
T

8 Matemaéticas II - Examenes resueltos
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que define un tnico recinto de integracién A; = (1,2)

2 242 — 3g 42 2 2
Al:/1 f(:v)dx:/l — dx:/l<x—3+x)dx

9 2

T 1 0 3

= — —3z+2hz|| =(2-6+2In2)—|-—3+2 =——+2In2
2 X 2 2

3 3
Area = |A4| = ’—2 +2In2| = 5 —2In2 ~ 0.144 u*

Ejercicio 2 (3 puntos)

Dadas las matrices:
1 21 -1 00
P=|1322/|,J=| 0 20
2 3 2 0 01
a) Determinar la matriz P~', inversa de la matriz P.

b) Determinar la matriz B!, inversa de la matriz B = P~'J~!.

c¢) Calcular el determinante de la matriz A%, siendo A = PJP™.

(Madrid - Matematicas II - Junio 2017 - Opcién B )

Solucion.

a) El determinante de P es |P|=4+8+9—(4+12+46) = —1.
Hallamos P~! por el método de los adjuntos.

9 —9 5

AdiP=| -1 0 1

2 1 —4
R 9 1 -9
Pl — AP =—.| =2 0 1 |=|2 0o -1
|P] S U T 5 1 4

Nota: Para hacer la comprobacién tendrfamos que ver si P~ - P =1 =P . P!

b) Sea la matriz B = P~'J~!, entonces:

X X -10 0 121
Bl'=(J") (P =JP=[ 0 20| [322]|=|6 4 4
0 01 2 3 2
¢) A=PJP' = A’=pPJpt.-PJP'=PJ2P!
I
‘AZ’:‘PJQP*’:\P\-‘JZ‘-‘P”‘:)PT-\JIQ-;)T:(—1-2-1)2:(—2)2:4
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Ejercicio 3 (2 puntos)

a) Determine la distancia entre las rectas

b) Obtenga el punto de corte de la recta s = v = 2 —y = z — 1 con el plano
perpendicular a s, que pasa por el origen.

(Madrid - Matematicas II - Junio 2017 - Opcién B )

Solucién.
=\
P1(0,0,0) y=1-2z v P(0,1,1)
ri=4< - & rp= =qy=1-X =42
d,, = (1,1,1) z=1+ux K dr, = (1,-1,1)

a) Para calcular la distancia entre dos rec-
tas que se cruzan hallaremos la altura
del paralelepipedo formado por los vecto-
res directores de ambas rectas y el vector

S
P, P,=(0,1,1).

VOlparalel. = Abase -H = H=

Como el volumen del paralelepipedo es
Hdrl,dm,PlPQH y el area de la base es

alr1 X dr2

tenemos que:

1 1 )
HCZ;UJ;Q?Pl—P;”: -1 1 =2
Lo 2

L. J
d., X d,, 1 =(2,0,-2)| = 2v/2

1
1
0

k

1

1

—_ = Sy

b) Hallamos el punto P de corte de la recta s con el plano m, perpendicular a r y que
pasa por el origen de coordenadas

rT=A (0
s=rx=2—y=z2-1=qy=2—- X\ &7‘(‘5{ )0 =n1=rx—y+2=0
n

r:J
z=1+ A

A—(2=M+(1+A)=0 = 3A—1=0 = A== = | P =(1/3,5/34%)

10 Matemaéticas II - Examenes resueltos
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Ejercicio 4 (2 puntos)

El 40% de los sdbados Marta va al cine, el 30 % va de compras y el 30 % restante
juega a videojuegos. Cuando va al cine, el 60 % de las veces lo hace con sus companeros
de baloncesto. Lo mismo le ocurre el 20 % de las veces que va de compras, y el 80 %
de las veces que juega a videojuegos. Se pide:

a) Hallar la probabilidad de que el préximo sabado Marta no quede con sus com-
panieros de baloncesto.

b) Si se sabe que Marta ha quedado con los companeros de baloncesto, jcuél es la
probabilidad de que vayan al cine?

(Madrid - Matemaéticas II - Junio 2017 - Opcién B )

Solucion.

Sean los sucesos:

C' = "Marta va al cine”
K = "Marta va de compras”

V = "Marta juega videojuegos”

B = "Marta va con sus companeros de baloncesto”
0.4 Y — _ _
a) P(B) = P(CNB) + P(KNB) + P(VNB)
0.4 — P(C)-P(B|C)+ P(K) - P(B | K)
0.2 +P(V)-P(B|V)=04-04
[ 03, o5 +0.3-0.8+0.3-0.2=0.46
' P(CnB) _ PlC ) P(B|C)
b) P(C'|B)= = —
0.3 ) P(C|B) P(B) P(B)
0.8 _ 0.4-0.6 044
1—0.46
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