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RgM-1 Dada la matriz 
1 1 1

1 1 1
1 1 2 1

m m
A m m

m

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

, se pide: 

a) Estudiar el rango de A según los valores del parámetro m. 

b) En el caso 0m = , resolver el sistema 
0
0
0

x
y

A
z
t

⎛ ⎞
⎛ ⎞⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟⋅ = ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠

⎝ ⎠

 

(PAU Madrid II Septiembre 2010 FG) 

 

Solución: 

 

a) Estudiar el rango de A 

 

( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 2 1

3 3 1

2 2 2

1 1 1
1 1 1
1 1 2 1

1 1 1 2 2
2 2

1 1 1 2 2 2
2 2

1 1 2 1 0 0

2 2 2
2 2 2 2 2 0

1 1 0

C C C

C C C

m m
A m m

m

m m m m
m

m m m m m
m m

m m
m m m m m

m

= −

= −

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠
− − − +

− +
− = ⎯⎯⎯⎯→= − − = − ⋅ =

− −
⎯⎯⎯⎯→

− + =
= − ⋅ = − ⋅ − + − = − ⋅ − =

=

 

 

1 1 2 1
 Si 1 1 2 1

1 1 2 1
2 rg 1m A A

⎛ ⎞
⎜ ⎟• → = →⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

= =  
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1 1 0 1
 Si 1 1 0 1

1 1 2 1

1 0
2 0 rg 2

1 2

1 1 0 1 1 1
1 1 0 0 pero com

0

o 1 1 1 2 0
1 1 2 1 1

g 3
1

r

A

A

m

A

−⎛ ⎞
⎜ ⎟• → = −⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎝ ⎠

−
= − ≠ → ≥

− −
− = − = ≠ →

−

=

=

 

 

 Si 

1 1
1 1 0 1 1

0

2  0

rg 3
1 1 2

1 1

m m
m m

m m

m
A

∧•

−
− ≠ −

≠ →

≠ ≠

=

 

 

b) En el caso de 0m =  resolver el sistema: 
0
0
0

x
y

A
z
t

⎛ ⎞
⎛ ⎞⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟⋅ = ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠

⎝ ⎠

 

 

2 2 1

3 3 1

0

1 1 0 1 0 1 1 0 1 0 1 1 0
1 1 0 1 0 0 0 0 2 0 0 0 0
1 1 2 1 0 0 2 2 0 0 0 2 2

F F F t

F F F z λ λ

= + =

= + =

− − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− ⎯⎯⎯⎯→ ⎯⎯→⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− ⎯⎯⎯⎯→ ⎯⎯⎯→ −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

2 2

x

y

λ

λ

− − =0

=−

⎯⎯⎯⎯→
⎯⎯⎯⎯→

0

x
y
z
t

λ
λ
λ

= −
= −
=
=

 



RANGO DE UNA MATRIZ.     Matemáticas CCSS Y II 

Iñigo Zunzunegui Monterrubio 3 de 28 sirzunzu@gmail.com 

 

RgM-2 Dada la matriz 
0

1 0
0 2

a a
A a a

a a

−⎛ ⎞
⎜ ⎟= −⎜ ⎟
⎜ ⎟+⎝ ⎠

 

a) Estudiar el rango de A según los valores del parámetro a. 
b) ¿Para qué valores de a existe la matriz inversa 1A− ? Calcular 1A−  para 1a =  
(PAU Madrid II Septiembre 2010 FG) 

 

Solución: 

a) Estudiar el rango de la matriz 
 

( ) ( )

2 2 1

2

2

0 0 0
1 0 1 0 0 1

0 2 0 2 0 2

1
1 2

2

F F F

a a a a a a
A a a A a a a a

a a a a a a

a a
a a a a a

a a

a a

= +

− − −⎛ ⎞
⎜ ⎟= − = − = ⎯⎯⎯⎯→ − =⎜ ⎟
⎜ ⎟+ + ⎯⎯→ +⎝ ⎠

−
⎡ ⎤= − ⋅ = − ⋅ − ⋅ + − =⎣ ⎦+

− ⋅ 22a a+ − −( ) ( )
0

2 0
2

a
a a

a

=
= − ⋅ − =

=
 

0 0 0
Si 0 1 0

0 0 2

1 0
0 rg 3 y co

0

rgmo 2
0

2 0
2

A

A

a

AA

⎛ ⎞
⎜ ⎟→ = −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

−
= → < = − ≠ →

=

=

 

 

2 0 2
Si 2 1 0

0 2 4

2 0
0 rg 3 y co

2

rgmo 2
2

2 0
1

A

A

a

AA

−⎛ ⎞
⎜ ⎟→ = ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

−
= → < = − ≠ →

=

=
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0 2 rg 3Si 0aa A A∧ ≠ → ≠ →≠ =  

 

b) Calcular 1A−  cuando 1a =  
 

No existe 1A−  cuando el determinante es nulo, es decir cuando 20 aa ∨ == . 

 

( )

( ) ( )

Menores
ComplementariosDeterminante

Adj Adj 1

1 0 1 0 3 1
1 0 0 2 1 1 3 1
0 1 3 0 1 0

0 3 1 0 1 0 0 1 0
11 3 1 3 3 1 3 3 1
1

0 1 0 1 1 0 1 1 0

ij

A A t

A A a a

A

α

−

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟= ⎯⎯⎯⎯⎯→ = − ⋅ − = ⎯⎯⎯⎯⎯→ − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎯⎯⎯→ − ⎯⎯⎯→ − − → = ⋅ − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

1

0 1 0
3 3 1

1 1 0
A−

⎛ ⎞
⎜ ⎟= − −⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠
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RgM-3 Sea B una matriz 3x3 cualquiera. Indica, justificando las respuestas, si son 
ciertas o falsas las siguientes afirmaciones: 
a) Si ( ) ( ) 22 2 =→= BranBran  
b) Si ( ) ( ) 33 3 =→= BranBran  
c) Si ( ) ( ) 33 1 =→= −BranBran  

 

Solución: 

Ver página 92 
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RgM-4 Halla el rango de las siguientes matrices 

A) 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

=

054
101
2106

153

C    b) 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −
=

43001
12654
11321

D  

 

Solución: 
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RgM-5 Calcula el rango de la siguiente matriz según los valores del parámetro “a” 
 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

a
a

a
A

12
12
112

 

 

Solución: 
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RgM-6 ¿Para qué valor de a se anula este determinante? 
(PAU) 

1 1 1 2
1 2 3 8

1 1 1
1 1 1 2

A
a

−
=

− −
− −

 

Calcula el rango de la matriz A en los casos: 1=a , 0=a  y 2=a . 

 

Solución: 
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RgM-7 Estudia el rango de las siguientes matrices según el valor del parámetro que 
aparece en ellas: 
(PAU) 

a) 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−=
a

A
13

211
012

    b) 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−
=

213
43

12
a

a
B  

c) 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−−
−

=

2111
111
8321
2111

a
C    d) ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−

−
=

121
11

aa
a

D  

 

Solución: 
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RgM-8 Determina el rango de las siguientes matrices según los valores de t: 
(PAU) 

a) 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−=

t
t

t
A

11
11
11

    b) 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

tt
t

t
B

1
02
22

 

c) 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−−
−

+
=

144
110
043

t
t

t
C    d) 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−
−

=
tt

D
36

112
111

 

e) 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+−−
−+=

3012
112

0

tt
tt

tt
E   f) 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

2112
12
211

2tt
t

F  

g) 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+
−−−−

−−
−

tt
t

tt

02
231

102
233

 

 

Solución: 
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RgM-9 Estudia el rango de las matrices M y N según los valores de “” 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+
+

+
=

111
111
111

a
a

a
M    

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−
=

4614
20312
13201

a
N  

 

Solución: 
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RgM-10 Hallar el rango de la siguiente matriz 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−

=

2112
5254
1012
2121

A   

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−−
−

=

2201
8327
7315
1012

B  

 

 

Solución: 

Debido a que el menor ( ) 203
12
21

≥→≠−= Aran . 

Ampliamos con la fila 3 y la columna 3 y volvemos a calcular 
el determinante. 
 

Por lo que ampliaremos el menor de orden dos con la fila 3 y la 
columna 4. 
 
 
 
Por lo que ampliaremos el menor de orden dos con la fila 4 y la 
columna 3. 
 
 
 

, las filas 1, 2 y 4 son L.I. No podrá tener rango 4 
porque tal y como hemos visto las tres primeras 
filas son L.D. así que al añadir la cuarta fila 
seguirán siendo l.D. 
 

Zzzzz seguir con la matriz B 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−

=

2112
5254
1012
2121

1A

0
254

012
121
=

−

−

0
254

012
121
=

−

−

( ) 301
112
012
121

=→≠=
−

−
Aran
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RgM-11 Hallar el rango de la siguientes matrices: 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−−−

−

=

654113
01213
32150
21031

A    

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

−

=

812307
601314
211013
410321

B  

 

Solución: 
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RgM-12 Hallar el rango de las siguientes matrices: 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

162361012
812356
56232
35124

A   

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

−

=

00011
10000
01211
11001

B  

 

Solución: 
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RgM-13 Las matrices A y B tienen 3 filas y 12 columnas pero, en el proceso de edición, 
algunas de éstas se han borrado. 
(PAU) 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−

−
=

.........257

.........013

.........111
A   

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −
=

.........045

.........103

.........312
B  

¿Puedes averiguar algo sobre los posibles valores de su rango? 
Si llamamos C a la matriz cuyas columnas son las 24 que forman las dos 
matrices A y B ¿cuál será el rango de C? 

 

Solución: 
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RgM-14 Considera la matriz 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−=

ca
cba
cba

A
403
32 , donde a, b y c son no nulos. 

a) Determina el número de columnas de A que son linealmente independientes. 
b) Calcula el rango de A. 
(PAU) 

 

Solución: 
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RgM-15 Estudia el rango de la siguiente matriz para los distintos valores de a, b y c: 
(PAU) 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+++
=

bacacb
cbaM
555

 

 

Solución: 

 1)( ≥Mran  en cualquiera de los casos ya que 05 ≠  

Cogemos un menor de orden 2. baba
ba

=→=−→= 0550
55

 

 Si ( ) 2≥→≠ Mranba  

=
++++++

⋅=⎯⎯⎯ →⎯=
+++

= +=

cbacbacba
cba

bacacb
cbaM FFF

111
5

555

233
 

( ) 0
111

111
5 =⋅++⋅ cbacba  

 Como ( ) 30 <→= MranM . Por tanto: 

 
( )
( )⎩

⎨
⎧

=→≠
=→=

2 Si
1 Si

Mranba
Mranba
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RgM-16 Estudia el rango de la matriz: 

4
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

100
0

−
= αα

αα
cossen

0sencos
A  

 

Solución: 
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RgM-17 Zzz seguir aquí. 

 

Solución: 
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RgM-18  

 

Solución: 
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RgM-19  

 

Solución: 
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RgM-20  

 

Solución: 
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RgM-21  

 

Solución: 
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RgM-22  

 

Solución: 
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RgM-23  

 

Solución: 
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RgM-24  

 

Solución: 
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RgM-25  

 

Solución: 
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